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p. p. 

Meinen umfangreichen Yerlag auf dem Gebieie der ICathematisolien, 
der Teohnisohen and NaturwiBsensohaften nach alien Bichtimgen bin 
welter auszubauen, ist mein stetes durch das Yeitrauen und WohlwoUen 
zahlreicher hervorragender Vertareter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bemtlben, wie mein Yerlagskatalog zeigt, und icb boffe, dafs bei gleicber 
Unterstiitziuig seitens der Glelebrten und Scbulmftnner des In- und Auslandes 
auob meine weiteren TJntemebmungen Lebrenden und Lemenden in Wissen- 
scbafb und Scbule jederzeit f^rderlicb sein werden. Verlagsonerbieten ge- 
diegener Arbeiten auf einscblagigem Gebiete werden mir deshalb, wenn 
aucb scbon gleicbe oder Sbnliche Werke fiber denaelben Gegenstand in 
meinem Yerlage erscbienen sind, stets sebr willkommen sein. 

tfnter meinen zahlreicben Untemebmungen mache icb ganz besonders 
auf die von den Akademien 'der Wissenschaften zu Mtbicben und Wien und 
der Gesellscbafb der Wissenscbaffcen zu Gdttingen berausgegebene Enoyklo- 
p&die der Mathematiflohen WiBsensbliaften aufmerksam, die in 7 Bftnden 
die Aritbmetik und Algebra; die Analysis, die Geometrie, die Mecbanik, 
die Pbjsik, die Geodftsie und Geopbjsik und die Astronomie bebandelt und 
in einem Scblufsband bistoriscbe, pbilosopbiscbe und didaktiscbe Fragen 
besprecben, sowie ein Generalregister zu obigen Bftnden bringen wird. 

Weitester Verbreitung erfreuen sicb die matbematiscben tmd natur- 
wissenscbafUicben Zeitscbrifben meines Yerlags, als da sind: Die Mathe- 
matisohen Axmalen, die Bibliotheoa Mathematioa, das Arohiv der 
Mathematik und Fliysik, die Jahresberiohte der DentBOhen Mathe- 
matiker-Vereinigung, die Zeitsohrift fQr Mathematik und Physik 
und die Zeitschrift fiir mathematisolien und naturwiBsensohaftliolien 
Unterricht. 

Seit 1868 verafifentlicbe icb in kurzen Zwiscbenr&umen: ,,Mitteilungen 
dpp Verlagsbuohhandlung B. G. Teubner**. Diese „Mitteilungen", welcbe 
unentgeltlicb in 20000 Exemplaren sowobl im In- als aucb im Auslande 
von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, welches meinem Yerlage 
Aufinerksamkeit scbenkt, von den erscbienenen, imter der Presse befindlicben 
und von den vorbereiteten Untemebmungen des Teubnerscben Yerlags in 
Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis auf die Jiingstzeit fortgefttbrte 
jfthrlich zwei- bis dreimal neu gedruckte VerzeichnlB dee Verlags von 
B. G. Teubner auf dem Gebiete der Mathematik, der teohnlBOhen* 
und Naturwissensohafben nebst Grenzgebieten, 96. Ausgabe [XL u. 
168 S. gr. 8], in alien Bucbbandlungen unentgeltlicb zu baben, werden 
auf Wunscb aber aucb unter Kreuzband von mir unmittelbar an die Be- 
steller iibersandt. 

Leipzig, Poststrafse 3. B^ Q.^ Teublier. 
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Vorwort. 



Das dem Ziircher Eongresse zu Grande gelegte Beglement iibertrug 
in Artikel 7 die VeroflFentlichnng der Verhandlungen einem Komite, be- 
stehend aus dem Prasidenten und den beiden Generalsekretaren des 
Eongresses. Im Auftrage dieses Eomites habe ich die Redaktion der 
Eongref 8 -Verhandlungen iibemommen und in seinem Namen ubergebe 
ich dieselben hiermit dem mathematischen Publikum. 

Das Werk zerfallt in zwei Teile. Der erste berichtet iiber die 
Yorgeschichte und den Yerlauf des Eongresses auf Grund der geftihrten 
Protokolle. Daran schliefst sich die Liste der dem Eongresse fiber- 
reichten Schriften und das Verzeichnis der Teilnehmer mit ihren ge- 
nauen Adressen. Dem letzteren wurde besondere Aufinerksamkeit 
gewidmet, in der Erwartung, dafs es vielleicht den Anfang zu einem 
spater zu yerofifentlichenden intemationalen Mathematiker-Adrefsbuche 
bilden werde. Ftlr die Vervollstandigung des Verzeichnisses bin ich 
miehreren Fachgenossen zu Dank verpflichtet. 

Der zweite Teil enthalt in 34 Abhandlungen die wissenschaftlichen 
Yortrage des Eongresses, denen, soweit moglich, auch diejenigen Ar- 
beiten zugezahlt wurden, welche zwar angekiindigt, aber aus Mangel 
an Zeit oder anderen Griinden nicht zur Mitteilung gelangt waren. 
Die Yortrage sind, die einen vollstandig die andem im Auszuge, so 
abgedruckt, wie die Autoren sie dem Redaktionskomite eingereicht haben. 

Artikel 7 des oben erwahnten Reglementes hatte ursprfinglich 
eine deutsche und eine franzosische Ausgabe der Yerhandlungen vor- 
gesehen. Da aber in demselben Artikel auch festgesetzt war, dafs die 
Yortrage in derjenigen Sprache zum Abdrucke gelangen soUten, in 
welcher sie gehalten worden waren, so waren beide Ausgaben in ihrem 
weitaus grolsten Teile vollig identisch ausgefallen. Es war daher, um 
der geforderten Zweisprachigkeit zu geniigen, vollstandig ausreichend, 
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IV Vorwort. 

wenn in dem ersten Telle alle Mitteilungen von besonderem Interesse 
deutsch und franzosisch wiedergegeben wnrden. 

Zum SchluBse bleibt mir nocb tLbrig^ dankbar der Unterstdtzimg 
zu gedenken, welche verschiedene FachgenoBsen, insbegondere die Herren 
Franel, Geiser und Hurwifz, mir bei der Herausgabe des vorliegenden 
Werkes haben zu Teil werden lassen. Auch der Verlagsbuchliandlung 
spreche ich fQr ihr jederzeit bereitwilliges Eingehen auf meine Wdnsche 
an dieser Stelle meinen Dank aus. 

Ztlrich, im Juni 1898. 

Ferdinand Bndio. 



InhaltsYerzeiclmis. 



Erster Teil. 

Vorgeschiclite nnd Verlanf des Kongresses. 

A. Torgesehiclite des Kongregses. 

Seite 

Erste Anregungen und Vorbereitongen. Bildung des internationalen EomiteB. 
Einladangscirkular yom Jannar 1897 3 

Axbeiten des Organisationskomites. Cirkular an die Mitglieder des inter- 
nationalen Eomites. Zweites Einladungscirkular, Mai 1897 9 

Yorbereitende Sitznng des internationalen Eomites (Beglement, Resolationen, 
Programm) 13 

B. Terlanf des Kongresses. 

Sonntagy den 8. August: 

Empfangsabend 22 

Montagy den 9. Au^^ut: 
Erste HauptTersammlong, Bankett, Fahrt nach Bapperswyl 24 

Dienstagy den 10. Aufi^ust: 

Sektionssitzongen (Arithmetik und Algebra, Analysis und Funktionentheorie, 
Geometrie, Mechanik und mathematische Physik, Geschichte und Biblio- 
graphie) 46 

Mittwoohy den 11. Au^^st: 
Zweite Hauptversanunlung, Fahrt auf den O^tli, Schlufsbankett 66 



Verzeichnis der dem Eongrefs uberreichten Schriften 63 

Yerzeichnis der Teilnehmer 66 



VI Inhaltsyerzeichnis. 

Zweiter Teil. 

WissenschafQiclie Vortrlge. 

A. Tortrige der ersten HanptTersammlnngr* 

H. Foinoar6 & Paris: g^^ 

Sar lea rapports de Tanalyse pure et de la physique math^maiique .... 81 

A. HurwitB in Ztkrioh: 
Uber die Entwickelung der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen 

in nenerer Zeit 91 

B. Tortrige der Sektionssitznngen. 

1. Sektion: Arithmetik und Algebra. 

H. Weber in Strafsburg: 

Uber die Oenera in algebraischen ZahlkOrpem 113 

C. Setuohle in Stuttgart: 

Konstituenteniheorie, eine neue, prinzipielle und genetische Methode zur 

Invariantentheorie 123 

C. StdphanoB k Athdnes: 
Sur les sjst^es associatifs de nombres symboliques 141 

P. Gordan in Erlangen: 
Resnltante temSjrer Formen 143 

F. Enriques & Bologne: 

Sur les probl^mes qui se rapportent k la resolution des Equations alg^briques 

renfermant plusieurs inconnues 145 

E. Sohrdder in Earlsrahe: 
Ober Pasigraphie, ibren gegenwSitigen Stand und die pasigraphische Be- 

wegung in Italien 147 

Gustav Bados in Budapest: 

Zur Theorie der ac^ungierten quadratischen Formen 163 

J. Pervouohine & Perm: 

Formules pour la determination approximative des nombres premiers, de 

leur somme et de leur difference d'apr^s le numdro de ces nombres . . 166 

W. Frans Meyer in K5nig8berg i. Pr.: 
Uber kettenbruch&hnliche Algorithmen 168 

L. Stiokelberger in Freiburg i. Br.: 
t^ber eine neue Eigenschaft der Diskriminanten algebraischer Zahlk5rper . 182 

Ch. de la Valine Poussin & Louvain: 

Sur la theorie des nombres premiers 194 



InhaltsYerzeichnis. Vn 



2. Sektion: Analysis und Funktionentheorie. 

F. BrioBohi & Milan: g^^^ 

Sur une classe d'dqnations du cinqui^me degr6 r^solubles alg^riquement 

et la transformation du onzi^me ordre des fonctionB elliptiques .... 196 

£. Fioard k Paris: 

Sur les fonctions de plusieurs yariables et en particnlier les fonctions 

alg^briques 200 

J. Hadamard & Paris: 

Sur certaines applications possibles de la thdorie des ensembles 201 

8. Pinoherle & Bologne: 
Bemarque relative k la communication de M. Hadamard 208 

]6. Borel k Paris: 
Remarque relative a la communication de M. Hadamard 204 

N. Boxigalev k Moboou: 

Les math^matiques et la conception du monde au point de vue de la philo- 
sophic scientifique 206 

L. Autonne & Lyon: 
Sur les pdles des fonctions uniformes k plusieurs variables ind^ndantes . 224 

Z. de Galdeano & Saragosse: 

L'unification des concepts dans les math^matiqlies 227 

8. Sektion: Geometric. 

Th. Seye in Strafsbiirs: 

Einige neue Eigenschafken des quadratischen Strahlenkomplexes 282 

F. Gerbaldi a Palermo: 
Sul gruppo semplice di 860 collineazioni piane 242 

C. Burali-Forti & Turin: 

Les postulats pour la G^omdtrie d'Euclide et de Lobatschewsky 247 

J. Andrade & Sennes: 
Statique non-euclidienne 261 

Q. Fano in Bom: 

Ober Gruppen, inbesondere kontinuierliche Gruppen von Cremona-Trans- 

formationen der Ebene und des Baumes 264 

H. Bronn in MtUiohen: 
Uber verknotete Kurven 266 



ii::jorr-.H 'I o!'.l 



i\\\Kj'r-j<\ firiLfluI 



:!':JofiTjH hhif.d 



Tjfii'jj^. do)lcJ_ 



tjIuH ti/.rffio'jj 



• ' 7 ' / , 



4 I. Teil: Vorgeschichte und Verlauf des Eongresses. 

ihre Ansichten und Wilnsclie in Bezng anf die Zeit^ die Dauer und 
die Organisation des zu veranstaltenden Kongresses entgegen zu nehmen. 
Insbesondere hatte Prof. Rudio bei einem Besuche der Naturforscher- 
yersanunlung in Frankfurt Gelegenheit^ mit den Mitgliedem der deut- 
schen Mathematiker-Yereinigung in Yerbindung zu treten und sich mit 
ihnen Qber eine Beihe von Fragen personlicb zu besprechen. 

Nach solchen Yorbereitungen trat das Komite am 12. November 

1896 zu einer ersten Sitzung zusammen. In dieser konnten bereits 
einige wichtige prinzipielle Besciilftsse gefafst werden. In tJberein- 
stimmung mit der Mehrheit der dem Komite unterbreiteten WUnsche 
wurde festgesetzt, dafs der Kongrefs am 9., 10. und 11. August 1897 
stattfinden solle. Nach dem Muster der groisen wissenschafblichen 
Wanderversammlungen^ z. B. der schweizeriscben naturforschenden Gte- 
sellschaft^ sollten neben Hauptsitzungen auch Sektionssitzungen statt- 
findeU; in den ersteren aber nur Yortrage Yon allgemeinerer Bedeutung 
gehalten werden^ zu welchen, namentlich auch mit R^cksicht auf den 
intemationalen Gharakter des Kongresses^ spezielle Einladungen zu 
ergehen batten. Die Beschaffung der erforderlichen Geldmittel wurde 
als eine interne Angelegenheit bezeicbnet. Femer wurde beschlossen^ 
die Einladungen zu dem Kongresse nicht an die verschiedenen mathe- 
matischen Gesellschaften^ sondem an die Fachgenossen personlich zu 
richten und zu diesem Zwecke das Ziircher Komite durch Adjunktion 
von Mathematikem anderer Lander zu einem intemationalen Komite 
zu erweitem. 

In der folgenden Sitzung Tom 8. Dezember 1896, zu welcher 
wieder alle Mathematiker Ziiricbs eingeladen waren, verlas zunachst 
Prof. Rudio das von ihm im Aufkrage des Komites yerfalste Ein> 
ladungscirkular. Die Yersammlung genehmigte dasselbe und stimmte 
auch den fibrigen Beschliissen des Komites zu. Darauf teilte Prof 
Geiser die Namen derjenigen auswartigen Mathematiker mit, welche 
sich bereit erklart batten, dem Ziircher Komite beizutreten und mit 
diesem die Einladungen zu iibemehmen. 

Das so gebildete intemationale Komite versandte nun im Jauuar 

1897 das erwahnte Einladungscirkular, welches folgendermalsen lautete- 
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Internationaler Mathematiker-Eongrefs in Ztiricli 1897. 

Zfixioh, Januar 1897. 
An Herm 

Hochgeehrter Herr! 

Wie Umen bekannt sein wird^ ist die Frage eines intemationalen 
Mathematiker-Kongresses seit langerer Zeit Gegenstand lebhafter Ver- 
handlnngen seitens der Fachgenossen. Im Hinblick aof die Erfolge, 
welche durch internationale Yerstandigung auf anderen Wissensgebieten 
erzielt worden sind, worde die WUnschbarkeit einer intemationalen 
Yereinigong auch der Mathematiker Yon alien, die sich mit der Frage 
beschaftigten, einm^tig betont. Nachdem auf Grand mannigfacber 
miindlicher und schriftlicher Eorrespondenzen das Projekt eine festere 
Gestalt anzunehmen begonnen batte und aucb die Ortsfrage wiederholt 
in Erwagung gezogen worden war, wurde es allgemein als zweckmaljsig 
bezeichnet, dafs der erste Yersucb von einem Lande ausgehen mochte, 
das durch seine Lage, seine Yerhaltnisse und durch seine Tradition 
zur Anbahnung internationaler Beziehungen besonders geeignet sei. So 
richteten sich denn bald die Blicke nach der Schweiz und insbesondere 
nach Zurich. 

Obwohl sich die ZUi-cher Mathematiker keineswegs die Schwierig- 
keit des Untemehmens yerhehlteU; glaubten sie doch, im Interesse der 
Sachc; die Anregungen, die ihnen von den verschiedensten Seiten her 
zugegangen waren, nicht Yon der Hand weisen zu d^rfen. Sie erklarten 
sich daher geme bereit, die erforderlichen Vorbereitungen zur Ein- 
berufimg eines intemationalen Mathematiker-Kongresses zu fibemehmen 
und, soweit es an ihnen liege, das Untemehmen nach EnLfken zu fordem. 
Mathematiker anderer Nationen schlossen sich ihnen an, und so trat 
das unterzeichnete intemationale Komite zusammen, mit der Aufgabe^ 
fiir das Jahr 1897 in ZfiriclL eine Zusanunenknnft der Mathematiker 
aller L&nder der Erde zn veranstalten. 

Der Eongrefs, an welchem teilzunehmen Sie hiermit, hochgeehrter 
Herr, Yon dem Eomite ergebenst eingeladen werden, soil in Zfirich 
am 9., 10. und 11. August 1897 in den BHumen des eidgenossischen 
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Polytechniknms stattfinden. Das Eomite wird nicht verfehleii; Ihiien 
rechtzeitig das genauere Arbeitsprogramm vorzulegen und sich alsdann 
Ihre Zusage zur Beteiligung am Eongresse zu erbitten. Immerhin darf 
sohon jetzt darauf hingewiesen werden^ dafs naturgemals die wissen- 
Bohaftlichen und die geschaftlichen Yerhandlungeii sich vorzugsweise 
um solcbe Fn^en gruppieren werden^ die ein allgemeineres Interesse 
besitzen und denen eine prinzipielle Bedeutung innewohnt. 

Die Bedeutung wissenschaftlicher EoDgresse berubt aber nicht 
minder auch auf der Pflege personlicher Beziehungen. Das Lokal- 
komite wird es sich angelegen sein lassen^ auch dieser Seite des zu 
yeranstaltenden Eongresses seine Aufinerksamkeit zuzuwenden und durch 
Entwerfung eines bescheidenen Festprogrammes Rechnung zu tragen. 

Mogen die Erwartungen^ welche sich an diese erste intemationale 
Mathematiker-Yereinignng kniipfen; in Erfiillung gehen! Moge eine 
zahlreiche Beteiligung die wissenschafblichen und personlichen Be- 
ziehungen der Fachgenossen fordem im Interesse gemeinsamer Arbeit 
und des Fortschrittes der mathematischen Wissenschaft! 

H. Bleuler, President des schweizerischen Schulrates, Zurich. 
H. Burkhardt, Prof, an der Universitat; ZUrich. L. Cremona, 
Prof, in Rom. 6. Domas, Assistent am eidg. Polytechnikum, 
Zurich. J. Franel, Prof, am eidg. Polytechnikum, Zlirich. 
C. P. Gcisep, Prof, am eidg. Polytechnikum, Ztlrich. A. Co, 
OreenUIl, Prof, in Woolwich. A. Herzog, Direktor des eidg. 
Polytechnikums, Zurich. G.W. Hill, Prof. inWest-Nyack (U.S.A.). 
A. Hupwitz, Prof, am eidg. Polytechnikum, Ziirich. P. Elein, 
Prof, in Gottingen. A. Markoff , Prof, in Petersburg. P. Mertens, 
Prof, in Wien. H. Minkowski, Prof, am eidg. Polytechnikum, 
ZuricL €r. Mittag-Leflfler, Prof, in Stockhobn. €r. Oltramare, 
Prof, in Genf. H. Foincare, Prof, in Paris. J. Bebstein, 
Assistent am eidg. Polytechnikum, ZtLrich. F. Radio, Prof, 
am eidg. Polytechnikum, Ziirich. E. YonderMflhll, Prof, in 
Basel P. H. Weber, Prof, am eidg. Polytechnikum, Ziirich. 

Eorrespondenzen in Angelegenheiten des Eongresses sind an Prof. Geiser, 
Eusnacht-Zurich, zu riohten. 



Das Cirkular wurde an 2000 Mathematiker und mathematische 
Physiker teils in deutscher, teils in franzosischer Spraehe versandt. Die 
Yon Prof. Franel besorgte tJbersetzung hatte folgenden Wortlaut: 
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Gongris international des mathimaticiens, k Znricli, en 1897. 

Zurioli, Janvier 1897. 
Monsieur 

Monsieur, 

Yous n'ignorez pas que Tidee d'un congres international des mathe- 
maticiens a ^te, dans ces demiers temps surtout, Tobjet de nombreuses 
deliberations de la part des savants int^resses a sa realisation. II leur 
a paru, en raison des excellents r^sultats obtenus dans d'autres domaines 
scientifiques, par une entente intemationale, qu'il y aurait de tres serieux 
avantages a assurer I'ex^cution de ce projet. 

A la suite d'un echange de vues tres actif on tomba d'accord sur 
un premier point. C'est que la Suisse, par sa situation geographique 
centrale, par ses traditions et son experience des congres intemationaux 
paraissait toute designee pour tenter un premier essai de reunion des 
math^maticiens. On voulut bien ensuite choisir Zurich comme siege 
du congres. 

Les mathematiciens de Zurich ne se font aucune illusion sur les 
difficultes qu'ils auront a surmont«r. Mais, dans Finteret m^me de 
cette entreprise, ils ont pense ne pouvoir d^cliner les ouvertures si 
honorables qui leur ont 6t6 faites de tons cotes. lis se deciderent 
done a prendre toutes les mesures pr^paratoires pour le futur congres 
et a contribuer k sa r^ussite dans la mesure de leurs forces. Ainsi 
se constitua, avec le concours de mathematiciens d'autres nations, le 
comite d'organisation soussign^, charg^ de rtunir k ZuriclL, en 1897, 
les mathematiciens du monde entier. 

Le congres, auquel vous §tes cordialement pri^ d'assister, aura 
lieu, a Zurich, les 9, 10 et 11 aotlt 1897, dans les salles de FEcole 
poljtechnique f^d^rale. Le comity ne manquera pas de vous communi- 
quer, en temps opportun, le texte du programme arr§t^ en vous priant 
de lui envoyer votre adh&ion. Mais, des a present, il est permis 
d'observer que les travaux scientifiques et les questions d'ordre ad- 
ministratif port«ront essentiellement sur des sujets d'int^rSt general ou 
d'importance reconnue. 
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Les congres scientifiques ont aussi ce pr^cieux avantage de favo- 
riser et d'entretenir les relations persozmelles. vLe comite local ne 
manquera pas d'accorder toute sa soUicitude a cette partie de sa tache 
ety dans ce but^ il elaborera un modeste programme de fetes et de 
reunions intimes. 

Puissent les esperances fondees snr ce premier congres se realiser 
pleinement! Poissent de nombreux participants contribuer par leur 
pr^sence a creer^ entre collegaeS; non seulement des rapports scienti- 
fiques suivis; mais encore des relations cordiales bashes sur une con- 
naissance personnelle! Puisse enfin notre congres servir a Tavancement 
et an progr^s des sciences matbematiques! 

H. Blenler, President du Gonseil de TEcole polyt. federale, 
Zurich. H. Bnrkhardt, Prof, a ITJniversit^ de Zurich. L. Cre- 
mona, Prof, k Rome. G. Dumas, Assistant a TEcole polyt. 
federale, Zurich, J. Franel, Prof, a TEcole polyt. federale, 
Zurich. C. P. Geiscr, Prof, a TEcole polyt. federale, Zurich. 
A. Co. Grccnhill, Prof, a Woolwich. A. Herzog, Directeur 
de TEcole polyt. federale, Zurich. 6. W. HUl, Prof, k West- 
Nyack (U. S. A.). A. Hupwitz, Prof, a TEcole polyt. federale, 
Zurich. F. Klein, Prof, a Goettingue. A. Harkoff, Prof, a 
P^tersbourg. F. Mertens, Prof, a Vienne. H. Minkowski, Prof, 
a FEcole polyt. federale, Zurich. 6. Mittag-Leffler, Prof, a 
Stockholm. 6. OIti*amare, Prof, a Geneve. H. Foincar6, Prof, 
a Paris. J. RebsteiH, Assistant a TEcole polyt. federale, Zurich. 
F. Rudio, Prof, a TEcole polyt. federale, Zurich. K. VonderMflhll, 
Prof a Bale. F. H. Weber, Prof, a TEcole polyt. federale, Zurich. 

Adresser les correspondances concemant les affaires du congres a M. le 
Prof. Geiser, Kusnacht-Zurich. 

Der Yersand dieser wie auch der nachfolgenden Girkulare wurde 
in der Art ausgefQhrt, dafs in jedem der grofseren Staaten je ein Yer- 
treter es iibemahm, eine geeignete Anzahl der in Ziirich gedruckten 
Exemplare in seinem Lande, oder zugleich auch in den Nachbarlandem, 
zu yerteilen. Dieser Aufgabe sich zu unterziehen, batten die Freund- 
lichkeit die Herren: 

Greenhill-Woolwich, Guccia-Palermo, Gutzmer-Halle, Hill- 
West-Nyack, Klein-Gottingen, Laisant-Paris, Mansion-Gent, 
Markoff-Petersburg, Mertens-Wien, Mittag-Leffler-Stockholm, 
Schoute-Gh-oningen, St^phanos-Athen und Teixeira-Porto. 
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AoTserdem sorgten die Redsktionen einer . grofsen Anzahl mathe- 
matischer Joumale fiir geeignete Yerbreitimg der Einladungscirkulare, 
indem sie dieselben toils abdruckten^ teils beilegten. 

In derselben allgemeinen Sitzimg vom 8. Dezember 1896, in welcher 
der Modus der Einladnngen festgesetzt worden war, wnrden auoh die 
erforderlichen Subkomites gewahlt^ welche dem bisherigen Eomite, als 
Organisationskomite ftir die eigentlichen Kongrelsverhandlangeny zur 
Seite stehen und namentlicb {Qr den festlichen Teil des Eongresses 
besorgt sein soUten. Solcher Eomites wurden vier bestellt: 

Empfangskomite: Prof. Hurwitz (Prasident), Prof. Biitzberger, 

Assistent Dumas; 
Wirtsehaftokomite: Prof. Rudio (Prasident), Prof. Franel, Prof. 

Eiefer; 
Vergnfigangskomite: Prof. Herzog (Prasident), Prof. Minkowski, 

Assistent Rebstein; 
Finanzkomite: Prof. Grobli (Prasident), Prof. Rebstein, 

Prof. Lacombe. 

Dem Empfangskomite traten spater nock Prof. Burkhardt, Prof. Hirsch 
und Seminarlebrer Gubler bei. 

Es wiirde zu weit fQhren, die Arbeiten dieser verschiedenen Eomites 
im einzelnen zu verfolgen. Die Resultate ihrer Beratungen sind aus 
dem Verlaufe des Eongresses selbst zu entnehmen. Nur auf einige 
wenige Punkte moge noch hingewiesen werden. 

Yor allem darf hervorgehoben werden, dafs nicht nur die Stadt 
und der Eanton Ziirich, sondem auch die schweizerische Eidgenossen- 
schaft die Ebre zu wiirdigen wuisten, dais der erste intemationale 
Mathematiker-Eongrels auf Schweizerboden stattfinden solle. Die Sub- 
ventionen, welche das Eomite den eidgenossischen, kantonalen und 
stadtischen Behorden, aufserdem aber auch einer grofsen Anzahl von 
Privaten, namentlich Mitgliedem der kaufmannischen Gesellschaft, zu 
verdanken hatte, legen Zeugnis ab von dem hohen Interesse, welches 
dem Eongresse eni^egengebracht wurde. Diese Subventionen setzten 
das Eomite nicht nur in den Stand, das Untemehmen in einer ihm 
angemessen erscheinenden Weise durchzuftihren, sie haben es ihm auch 
nachtraglich ermoglicht, die Yerhandlungen des Eongresses in der- 
jenigen Form zu veroflfentlichen, die ihm von Anfang an als Ziel vor- 
schwebte. 

Aber auch in anderer Richtung ward dem Eomite Unterstfitzung 
zu teil. Im Februar 1897 hatte dasselbe an die Mitglieder des inter- 
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nationalen Komites^ sowie an einige weitere Mathematiker ein Girkular 
versandt^ dessen Wortlaut (deutsch und franzosisch) hier folgen moge : 



ZtLrioh, Febniar 1897. 



Hochgeehrte Herren! 



Das Lokalkomite ist mit der Ausarbeitung eines Programmes fttr 
die Yerhandlungen des Kongresses beschaftigt. Fdr Montag, den 9., 
und Mittwoch; den 11. August , sind Gesamtsitzungen vorgesehen, in 
welchen Fragen von allgemeinerem Interesse behandelt werden sollen. 
Yortrilge speziellerer Natur wUrden, je nach BedUrfiiis in Sektionen, 
am Dienstag gehalten werden. 

Neben rein wissenschaftlichen Fragen soil der Eongrefs seine Auf- 
merksamkeit auch Angelegenheiten mehr geschaftlicher Natur zuwen- 
den. Wir rechnen hierzu Fragen der Bibliographie, der Lexikographie^ 
der Terminologies die Inangriffhahme gemeinsamer wissenschafblicher 
Untemehmungen (historische Arbeiten^ zusammenfassende Referate^ 
Herausgabe von Werken^ Yeranstaltung von Ausstellungen) u. dergl. 
Auch BesprechungeU; die sicb mit den Beziehungen der Mathematik 
zu anderen Wissensgebieten, zur Technik^ zum offentlichen Leben etc. 
beschaftigen^ konnten in den Bereich der Yerhandlungen aufgenommen 
werden. 

Wir ersuchen Sie nun, uns Ihre Ansichten fiber die Organisation 
und die Traktanden des Kongresses mitteilen zu wollen und xms wo- 
moglich aus der Reihe jener geschafblichen Fragen bestimmte Themata 
zu bezeichnen, uber welche Sie entweder selbst zu referieren wflnschen 
oder f&r welche dann andere Referenten zu bestellen waren. 

Empfongen Sie zum voraus fur Dure Bemuhungen unseren verbind- 
lichsten Dank. 

Mit ausgezeichneter Hochachtung 

Das Lokalkomite. 

Zorioh, Fevrier 1897. 

* 

Messieurs et tr^s honores collogues, 

Le comite local s'occupe actuellement d'flaborer le programme des 
deliberations da fdtur congres. D'apris notre projet on tiendrait deux 
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seances pl^niferes, le lundi 9 et le mercredi 11 aoClt^ dans lesquelles 
on traiterait de questions presentant iin interet general. Les sujets de 
nature plus speciale seraient exposes le mardi dans des assemblies de 
section. 

Le congres s'occupera aussi de questions d'ordre plutdt adminis- 
tratif concemant la bibliographic^ la terminologie, Fhistoire des mathe- 
matiques; la publication de rapports ou d'oeuyres completes, Forgani- 
sation d'expositions^ Tentreprise de travaux scientifiques ay ant un 
caract^re international, etc. etc. Des communications relatives aux 
rapports des math^matiques avec d'autres branches du saroir humain, 
avec les sciences appliques, etc., trouveraient naturellement place dans 
ces deliberations. 

Nous vous prions de bien vouloir nous faire conndtre vos vues 
a ce sujet et, si possible, de nous designer parmi les questions 
enum^rees pr^c^demment, celles que vous seriez dispose a traiter per- 
sonnellement ou pour lesquelles vous pourriez nous recommander un 
rapporteur. 

Yeuillez agreer. Messieurs et tres honores collegues, avec nos 
remerciements anticipes, I'expression de notre tres haute consideration. 

Le comiti local. 



Auf dieses Cirkular hin gingen dem Komite von verschiedenen 
Fachgenossen wertvoUe Vorschlage zu. Auch schon vorher hatte sich 
dasselbe verdankenswerter Anregungen, namentlich derjenigen Mathe- 
matiker zu erfreuen gehabt, welche den Plan eines intemationalen 
Mathematiker-Kongresses teils begrilndet, teils befordert batten. Das 
Ziircher Komite ffihlt sich in dieser Hinsicht insbesondere verpflichtet 
den Herren 6. Enestrom, A. Gutzmer, F. Klein, C. A. Laisant, 
A. Vassilief, H. Weber. Herr Laisant hatte sogar die grofse 
Freundlichkeit gehabt, einen ausfuhrlichen, bis ins einzelne gehenden 
Organisationsplan zu entwerfen und dem Komite zur VerfQgung zu 
stellen. 

Ende Mai 1897 versandte das Organisationskomite ein drittes Cir- 
kular, welches wieder, wie das erste, an die Mathematiker aller Lander 
gerichtet war. Es geniigt, wenn dasselbe hier im Auszuge mitgeteilt 
wird: 
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Ziirioh, Mai 1897. 



Ah ScfTH , 



Hochgeehrter Herr! 

Das Organisationskomiie beehrt sich, Ilmen hiermit das Programm 
des vom 9. bis zum 11. August in Zfirich tagenden internationalen 
Mathematiker-Eongresses vorzulegen und Sie zur Teilnahme an den 
Arbeiten der Yersammlung einzuladen. Die lebhafte Zustimmung, die 
das geplante Uniemehmen bei den Mathematikem aller Lander gefun- 
den hat^ berechtigt zu der Hoffiiung; dafs sich die Facl^enossen zahl- 
reich zur gemeinsamen Arbeit in Zurich einfinden werden. 

Fiir die geordnete Durchfiibrung des ganzen Planes ist es nun 
aber durchaus notwendig, dais das Organisationskomite moglicbst bald 
die zu erwartende Teilnehmerzahl abzuscbatzen vennoge. Es richtet 
daher an Sie, hochgeehrter Herr^ die dringende Bitte, Hire Anmeldung 
80 zeitig als nur moglich (jedenfalls vor dem 1. August) durch Be- 
nutzung der beiliegenden Earte kundgeben zu wollen. Das Empfangs- 
komite (Prasident: Herr Prof. Dr. A. Hurwitz, Zflrich I, Falkengasse 15) 
ist geme bereit^ den Teilnehmem zur Beschaffung von Wohnungen mit 
Rat und That zur Seite zu stehen 

Indem sich das Organisationskomite der Hoffiiung hingiebt, Sie 
bei dem Eongresse begriifsen zu konnen, heiist es Sie im voraus au& 
herzlichste in Zdrich willkommen. 

Das Organisationskomite. 

Zoxioh, Mai 1897. 
A Monsieur 



Monsieur et tres honore confrere, 

Le comite d'organisation a llionneur de yous soumettre le pro- 
gramme du congres international des math^maticiens qui siegera a 
Zurich du 9 au 11 aotlt et vous invite a bien Youloir prendre part 
aux travaux de cette assemblee. 
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L'accueil empress^ qu'ont marqu^ pour cette entreprise les math^ 
maticiens du monde entier nous autorise a compter sur le concours 
d'un trfes grand nombre de collogues. 

Pour des raisons faciles a comprendre^ le comite d'organisa- 
tion a le plus grand int^r^t a connaitre^ d^s a present; le nombre 
approximatif des participants au congres. Nous yous prions donc^ 
Monsieur et cher confrere, de bien youloir nous enyoyer yotre adhesion 
le plus t6t possible (avant le l'^' aoM, si faire se pent) en vous ser- 
vant de la carte postale ci-jointe. 

Le comite de reception, pr^sid^ par M. Hurwitz, Falkengasse 15, 
Zurich; se met a votre entiere disposition pour vous faciliter la 
recherche d'un logement ou pour tons autres renseignements concemant 
votre s^jour a Zurich 

Nous esp^rons que vous voudrez bien honorer le congres de votre 
presence; et nous vous adressons; d'ores et dSji, nos meilleurs souhaits 
de bienvenue. 

Le comiti d'organisation. 



Das dem Girkular beigef&gte Programm kann hier iibergai^en 
werdeU; da es nur einen provisorischen Gharakter hatte und spater 
durch ein vollstandigeres ersetzt wurde. 

Die Sitzungen des Organisationskomites und der demselben unter- 
stellten Subkomites wurden begreiflicherweise um so zahlreicher, je 
naher der Kongrels heranrtickte. 

Am Yorabend desselbeU; Sonnti^; den 8. August; versammelte sich 
nachmittags 5 Uhr das internationale Eomite in der Tonhalle zur 
Besprechung der dem Kongresse vorzulegenden Traktanden. Von dem 
Eomite waren anwesend die Herren Geiser; als President; Bleuler; 
DumaS; Pranel, Hirsch; Klein, Mertens, Minkowski, Mittag- 
Leffler, Rudio und VonderMUhll. Auljserdem waren auf spezielle 
Einladung noch erschienen die Herren Brioschi; Laisant, Yassilief 
und Weber. 

Gegenstand der Beratung bildeten au&er dem Programme das den 
Eongrefsverhandlungen zu Grunde zu legende Reglement; sowie eine 
Anzahl von ResolutioneU; die dem Eongresse zur Beschlufsfassung 
unterbreitet werden sollten. Die EntwHrfe fiir das Beglement und die 
Resolutionen waren von Prof. Geiser ausgearbeitet worden. Nach 
einigen Modifikationen des urspriinglichen Entwurfes ging das folgende 
Reglement aus den Beratungen hervor: 
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Reglement 

far den 
Yom 9. bis 11. August 1897 in Zurich tagenden 

intemationaleii Hatliematiker-Eoiigrefs. 

Art. 1. Der Kongrefs hat den Zweck: 

a) Die personlichen Beziehungen zwischen den Mathematikern der 
verschiedenen Lander zu fordem; 

b) in den Yortragen der Hauptversanunlungen und der Sektions- 
sitzungen einen l&berblick fiber den gegenwartigen Stand der 
verschiedenen Gebiete mathematischer Wissenschafben und ihrer 
Anwendungen, sowie die Behandlung einzelner Probleme von be- 
sonderer Bedeutung zu bieten; 

c) tlber die Aufgaben und die Organisation kUnftiger intemationaler 
mathematischer Eongresse zu beraten und zu beschliefsen; 

d) die Losung von Fragen der Bibliographic^ Terminologie etc., die 
einer intemationalen Verstandigung bedtLrfen, vorzubereiten. 

Art. 2. Stimmberechtigtes Mitglied des Kongresses ist jeder Teil- 
nehmer, der die Festkarte gelost hat. 

Art. 3. Der Kongrefs wird von einem Vorstande geleitet, der in 
der ersten Hauptversammlung zu wahlen ist. Er wird zusammen- 
gesetzt aus: 

a) einem Prasidenten; 

b) zwei Generalsekretaren (der deutschen und franzosischen Sprache 
angehorig); zugleich t^ersetzem; 

c) vier Sekretaren^ die zugleich als Stimmenzahler amten; 

d) acht Mitgliedem. 

Die Sektionen bestellen ihre Bureaux selbstandig. 

Art. 4. Die offiziellen Publikationen des Kongresses erfolgen in 
deutscher und franzosischer Sprache. In den Hauptversanunlungen und 
Sektionssitzungen sind auch Yoten und Yortrage in italienischer und 
englischer Sprache zulassig. 

Art. 5. In der Hauptversammlung am 9. August werden nur die- 
jenigen Traktanden behandelt, welche das veroffentlichte Programm 
enthalt. AUfallige neue Yerhandlungsgegenstande fdr die Yersammlung 
vom 11. August sind moglichst zeitig schriftlich einzureichen. Dem 
Yorstande steht das Becht zu, tlber die Zulassung derselben zur Dis- 
kussion und Beschlufsfassung dem Kongresse Antrag zu stellen. 
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Art. 6. Mit Ausnahme der bestellten Referenien sind keinem 
Bedner tlber die gescliaflilicheii Telle der Traktanden mehr als 10 Minuten 
gestattet. 

Antrage sind dem Pi&identen schriftlich einzureichen. 

Bei den Wahlen, Abstimmungen und Verhandlungen sind die ge- 
brauchlichen parlamentarischen Vorschriffcen innezubalten. Im Zweifels- 
falle ist das Reglement des schweizerischen Nationalrates mafsgebend. 

Art. 7. Die Verhandlungen des Eongresses werden in einer 
deutschen und einer franzosischen Ausgabe erscheinen. (Art. 4.) 

Die Leitung der Publikation wird einem Eomite iibertragen^ be- 
stehend aus dem Prasidenten und den beiden Generalsekretaren des 
Kongresses. 

Die vom Komite zur VeroffentUchung bestimmten Vortrage 
werden in derjenigen Sprache gedruckt^ in welcher sie gehalten 
worden sind. 



Riglement 

du 

Gongrte international des matlidmaticiens 

si^geant a Zurich du 9 au 11 aottt 1897. 
(Tradoit de Talleinaiid.) 

Art. 1. Le congr^s a pour but: 

a) De provoquer des relations personnelles entre les mathematiciens 
des differents pays. 

b) De donner^ dans des rapports ou des conferences^ un aper9u de 
IMtat actuel des diverses branches des mathematiques et d'offrir 
Toccasion de traiter certaines questions dlmportance reconnue. 

c) De delib^rer sur les problemes et Forganisation des congres futurs. 

d) De traiter les questions de bibliographie, de terminologie etc. au 
sujet desquelles une entente intemationale parait necessaire. 

Art. 2. La carte de fete conf^re au porteur la qualite de membre 
du congrfes (electeur et eligible). 

Art. 3. Les deliberations du congres sont dirigees par un eomite 
nomme dans la premiere seance pleniere. Ce eomite se compose: 

a) D'un president. 

b) De deux secretaires generaux (un de langue allemande et un de 
langue &an9aise) ajant aussi les fonctions de traducteurs. 
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c) De quatre secretaires qui sont en mgme temps scratateurs. 

d) De huit membres. 

Les sections constituent elles-mSmes leurs bureaux. 

Art 4 L^ publications officielles du congres paraissent en langue 
alleniande et en langue firan9aise. Dans les votes, communications ou 
conferences des assemblees plenieres ou de sections on pent se servir, 
k Yolonte de Tune des quatre langues allemande, anglaise, fran9aise ou 
italienne. 

Art 5. Dans Tassemblee gen&ule du 9 aott on ne traitera que 
des matieres prevues a I'ordre du jour. De nouvelles communications 
relatives a la s^mce du 11 aotkt doivent etre annoncees, par ecrit, le 
dIos tot possible. Le comite se r^nre, au sujet de ces communica- 
tions le droit de presenter au congres telle proposition qu'il jugera 
convenable. 

Art. 6. A Fexception des rapporteurs d^gnes par le comite les 
orateurs ne pourront garder la parole pendant plus de 10 minutes sur 
les sujets d'ordre administratif a Fordre du jour. Les motions doivent 
gtre remises par ^crit au pr&ident 

On observera la proc^ure parlementaire usuelle lorS des elections, 
des votes et des discussions. En cas de contestation c'est le reglement 
du conseil national Suisse qui fera loi. 

Art 7. Les deliberations du congres seront publiees en allemand 
et en fran9ais (voir art 4). 

Le comite charge de la publication se compose du president et 
des deux secretaires generaux. Les conferences publiees par le comite 
paraissent dans la langue de Tauteur. 



Wie das Reglement, so wurden aucb, von einer Ueinen Anderung 
abgesehen, die Resolutionen von dem intemationalen Eomite ge- 
nehmigt Yon einer Mitteilung dieser Resolutionen kann aber bier Um- 
gang genommen werden, da sie unter den Traktanden des Kongresses 
selbst wiederkehren werden. 

Auch das von dem Organisationskomite entworfene Programm 
wurde in jener Sitzung verlesen und gutgebeifsen. Dasselbe hatte fol- 
genden Libalt: 
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Programm 

dea 
yom 9. bis zum 11. August 1897 in Zurich tagenden 

internationalen Matliematiker-Eongresses. 

Sonntagy den 8, August. 

Das Bureau des Empfangskomites im Bahnhofe ist wahrend des 
ganzen Sonntags geofhet. Bezug der Festkarte, der Abzeichen^ des 
Programms etc. Informationen jeder Art. Es ist auch Sonntag abends 
in der Tonhalle^ sowie Montag vormittags im Auditorium 10° des 
Poljtechnikums (erster Stock) Gelegenheit geboten^ die Festkarten zu 
beziehen. 

Das genannte Auditorium ist ffir die ganze Dauer des 
Eongresses als Post- und Korrespondenzzimmer eingerichtet. 

Abends 8 Uhr: Empfeuig und BegrCLfsung der Oaste in den t^ungs- 
salen der Tonhalle (Eingang von der Riickseite). EoUation. 

Montag, den 9, August. 
Morgens punkt 9 Uhr: 

Erste Hauptversamnilnng 
in der Aula des eidg. Polytechnikums. 

1. Eroffnung des Eongresses. 

2. Wahl des Bureaus. 

3. Vortri^ von Herm H. Poincar^: „Sur les rapports de l*analyse 
pure et de la physique mathematique^. 

4. Referat von Herm F. Budio (im Namen des vorbereitenden Eomites): 
;,t]nber die Aufgaben und die Organisation der internationalen mathe- 
matischen Eongresse'^ 

5. Vortrag von Herm A. Hurwitz: ,^ntwickelung der allgemeinen 
Theorie der analytischen Funktionen in neuerer Zeit^^ 

Nachmittags 1 Uhr: Bankett in der Tonhalle. 

Nachmittags 4 Uhr: Dampfschiffahrt auf dem See. 

Abends 9 Uhr: Venetianische Nacht (bei der Riickkehr von der See- 
fahrt). 

Verh. d. 1. intornat. Math.-Kongr. Zflrich 1897. 2 



jg I. Teil: Voi^feschichte und Verlauf des Eongresses. 

Diensky, den 10. August. 
Sektionssitzimgeii. 
I. Sektion: Arithmetik and Algebra. 
Einffthrender: Prof. Minkowski. \ 

II. Sektion: Analysis und Punktionentheorie. 
Einf&hrender: Prof. Hunoitg. 

in. Sektion: Oeometrie. 
Einfahrender: Prof. Lacombe. 

lY. Sektion: Mechanik and mathematisclie Pliysik. 
Einfahrender: Prof. Herzog. 

y. Sektion: Oeschichte und Bibliographie. 
Einfahrender: Prof. Budio. 

Die Herren Vortragenden werden dringend gebeten, nicht langer 
als 30 Minuten zu sprechen. 

Es wird am Montag beim Bankett eine Liste aufgelegt werden^ in 
welche sich diejenigen Herren einzeichnen wollen^ welche am Dienstag 
in der Tonhalle zu Mittag zu speisen wiinschen. Preis 3 Fr. ohne 
Wein. 

Mittwoch, den 11. August, 
Morgens punkt 9 Uhr: 

Zweite Hauptversammlnng 
in der Aula des eidg. Polytechnikums. 

1. Vortrag von Herm G. Peano: ^^ogica matematica". 

2. Beratung und BeschlUsse tLber die Aufgaben und die Organisation 
der intemationalen mathematischen Eongresse. 

3. Bestimmung von Zeit und Ort des nachsten intemationalen Eon- 
gresses. 

4. Vortrag von Herm F. Elein: „Zur Frage des hoheren mathe- 
matischen Unterrichtes". 

NachmUtags P^ und 1^ Uhr: Abfahrt mit ExtrazUgen nach dem 

tJtliberg. 
Nachmittags 2^2 Uhr: SchluJDsbankett. 

Rtlck&hrt mit den gewohnlichen Zfigen. 
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Der Preis der Festkarte ist 25 Fr. Dieselbe berechtigt den In- 
haber, an den Yerhandlungen des Eongresses als Mitglied teilzunehmen. 
Sie berechtigt femer znr Teilnahme an der Eollation vom Sonntag^ 
am Bankett (inkl. Wein)^ an der Dampfscbiffahrt und der yenetianischen 
Nacht Yom Montag, an der Fahrt nach dem "O^tliberg und dem SchluTs- 
bankett (inkL Wein) vom Mittwoch und endlich zum Bezug yon Damen- 
karten zum Preise von 15 Fr. 

In bezug auf die Toilette findet bei den Yersammlungen und 
Banketten keinerlei Zwang statt. 



Programme 

du 

Congrte inteniatioiial des matliimaticiens 

si^eant a Zurich du 9 an 11 aotlt 1897. 

Dimand^, 8 aout. 
Le bureau du comity de r^ception^ k la gare, sera ouvert toute la 
joum^e. Distribution de la carte de flte, du programme, des insignes etc. 
Renseignements divers. On pourra aussi se procurer la carte de fllte 
dimanche soir a la Tonhalle et lundi matin au Polytechnicum dans la 
salle 10* (1" ^tage) transformee pour la dur^e du congres en 
bureau de poste. 

8 h. du soir: Reception des invites a la Tonhalle (t^ungssale, Porte 

de derriere). Collation. 

Ltmdiy 9 aout. 

9 h. precises du matin: 

Premitoe assemble gin6rale 
dans FAula du Polytechnicum federal. 

1® Ouverture du congr&s. 

20 ]^Iection du bureau. , 

3^ Conference de M. H. Poincare: ^^Sur les rapports de I'analyse pure 

et de la physique math^matique^^ 
4® Rapport de M. F. Rudio (au nom du comity preparatoire): „Sur le but 

et Torganisation des congres intemationaux des math^maticiens^^ 
5® Conference de M. A. Hurwitz: ,^ntwickelung der allgemeinen 

Theorie der analytischen Funktionen in neuerer Zeit^. 
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1 h,: Banquet a la Tonhalle. 

4 h.: Promenade en bateau a yapeur. 

9 h.: Fete y^nitienne (au retour de la promenade). 

Mardi, 10 aoM. 

Sianoes de sections. 

I'* Section: Arithm^tique et algebre. 

Introducteur: M. Minkowski. 

11^* Section: Analyse et theorie des fonctions. 
Introducteur: M. Hunmte. 

HI"* Section: Geometric. 
Introducteur: M. Lacombe. 

lY*"* Section: M^canique et physique math^matique. 
Introducteur: M. Hereog. 

V"* Section: Histoire et bibliographic. 
Introducteur: M. Sudio. 

Ghaque con£$rencier est instamment pri^ de ne pas garder la 
parole pendant plus d'une demi-heure. 

Messieurs les participants au congres qui d^sirent prendre part au 
diner du mardi (a la Tonhalle^ prix 3 £r. vin non-compris) sont pri^ 
de s'inscrire sur une liste qui sera mise en circulation dans la joum^ 
du lundi. 

Meroredi, 11 aaut. 
9 A. precises du matin: 

Seconde assemble g6n6rale 
dans TAula du Polytechnicum federal. 
1® Conference de M. G. Peano: ;^ogica matematica". 
2^ Discussion et resolutions relatiyes aux congres intemationaux des 

math^maticiens. 
3^ Ghoix de la date et du si^ge du fiitur congres. 
4^ Conference de M. F. Klein: ,^ur Frage des hoheren mathematischen 

XJnterrichtes^ 
^55 ^ ^40 J Depart pour IH&tliberg en trains sp^iaux. 
2^/2 h Banquet final. Le retour aura lieu par les trains ordinaires. 



A. Vorgeschichte des Eongresaes. 21 

Le prix de la carte de iiie est de 25 fr. EUe confere au porteur 
la qualite de membre du congres^ lui donne le droit d'assister a toutes 
les seanceS; conferences, discussions et deliberations enumer^es dans le 
programme ainsi qu'aux rejouissances suivantes: Collation a la Tonhalle, 
dimanche 8 aodt; Banquet a la Tonhalle (yin compris), 9 aotlt; Pro- 
menade en bateau a vapeur, 9 aodt; Soir^ y^nitienne, 9 aofit; Course 
a I'tJtliberg, 11 aotlt; Banquet a TtJtliberg (vin compris), 11 aotlt. 

En outre elle Tautorise k se procurer, au prix de 15 fr. la carte, 
une ou plusieurs cartes de fUte pour dames. 

B n'y a pas de tenue ofBcieUe. 

Der Beginn der einzelnen Sektionssitzungen und die Themata der 
ftir dieselben angekiLndigten Yortrage waren in dem Programme natur- 
lich eben&lls mitgeteilt. Da diese Daten aber im Yerlaufe des Kon- 
grosses noch mancberlei Anderung erfuhren, so kann auf ihre Wieder- 
gabe an dieser Stelle verzichtet werden. Sie werden ihren Platz bei 
den eigentlichen Eongrefsyerhandlungen finden. 

Endlich besehlolB das Internationale Eomite, Mittwoch, den 11 August, 
yor den Abstimmungen der zweiten Hauptyersammlung nocb einmal 
zu einer Sitzung zusammen zu treten. 
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f^mmtMgj dem 8. AiguL 

Dem PrognunQie entsprecheiid war wahrraid des ganzen Sonntags 
das Empfangskomite, nnter Ffihmiig von Prof. Harwitz, am Bahnhofe 
damii besehaftigt^ die ankommmden Maihemaiikery von denen erfrea- 
lieherweise Tiele aach Ton ihren Damen begleitet waren, ku empfangen, 
sie mii Festkarten za versehen nnd den Ankommlingeii anf Wonseh 
aach Wohnmigen anzaweiseiL Die meisten haifcen allerdings ihre 
Wohmmgen im Toraus bestellt. 

Au&er der mit den entspreehenden seeks Konpons Tersehenen Fesi- 
karte — sie dient zngleich dem vorliegenden Bande als Titelbild — 
erhieli jeder Teilnehmer ein in den Schweizerfiurben gehaltenes Fest- 
abzeidien, sowie je ein Exemplar des Programmes^ des Reglementes, 
der Besolutionen nnd des von der ofiGiziellen Yerkehrskommission her- 
aosgegebenen illnsiaierten FtOirers dnrch Zurich — alle diese Dmck- 
sachen je nach Wnnsch in dentscher oder franzdsischer Sprache. 

Abends 8 TThr &nd in den vereinigten tTbnngssalen der Tonhalle 
der ofiizielle Emp^g and die B^p-Qlsnng der Qssbe statt Oleich 
dieser erste Abend zeigte, dais die Anregong, die Maihematiker zu 
einem intemationalen Stelldichein za yereinigen, anf einen gOnstigen 
Boden gefallen war xmd dais die Freqaenz des Eongresses jedenfalls 
nieht hinter den gehegten Erwartongen znrtlckbleiben w&^e. Bei einer 
einfachen Kollation entwickelte sich bald jene herzliche kollegiale Oe- 
selligkeit^ die den grofsen wissenschaftlichen Wandenrersammlongen ein 
so inieressantes und so sympathisehes Oeprage verleiht. 

Um 9 Uhr ergrijBf Prof. Hurwitz, ak President des Empfangs- 
komites; das Wort and richtete an die Yersammlang die folgende Be- 
grflfsongsrede: 

Hoehyerehrte aoswartige Eolleginnen and Eollegen! 

Oestatten Sie^ dais ich Ihnen im Namen der Ziircher Mathematiker 
mit einigen wenigen Worten einen herzlichen Willkommensgrafs ent- 
biete. Yiele yon Ihnen sind aas weiter Feme hierhergeeilt^ folgend 
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dem Rufe, den wir hinausgeschickt haben in alle Lander^ in denen 
mathematische Herzen schlagen. Hocherfreut sind wir iiber den 
krafkigen Widerhall^ den nnser Ruf gefunden: nahe an 200 Fach- 
genossen sind unserer Einladnng gefolgt nnd haben sich bier ver- 
einigt zu gemeinsamer emster Arbeit und zu frobem gemUtlichem Bei- 
sammensein. 

Es ist ja richtigy dais die grofsen Gedanken unserer Wissenschaft 
zumeisf in der stiUen Gelehrtenstube entstanden and ausgereift sind; 
keine Wissenscbaft; die Philosopbie etwa ausgenommen, besitzt einen 
so griiblerischen und einsiedleriscben Gbarakter wie die Matbematik. 
Aber dennocb lebt aucb in der Brust des Matbematikers das Bediir&is 
nacb Mitteilung, nach Ausspracbe mit Facbgenossen. Und welcb an- 
regende Krafb dem personlicben wissenscbaftlicben Verkebre innewobnt^ 
das bat gewiis jeder von uns scbon an sicb selbst erfabren. 

Moge sicb diese anregende Kraft personlicben Yerkebrs aucb in 
diesen Tagen bewabren, wo uns in so mannigfaltiger und reicber Weise 
Gelegenbeit zu wissenscbaftlicber Ausspracbe geboten ist. 

Moge uns daneben eine beitere^ ungezwungene Oeselligkeit er- 
freuen^ yerscbont durcb das BewuTstsein, dafs sicb bier Yertreter der 
verscbiedensten Nationen in Friede und Freundscbaft durcb die idealsten 
Interessen yerbunden ftiblen. 

Nocbmals, verebrte Facbgenossen, rufe icb Ibnen zu: 
berzKcb willkommen in Ziiricb! 

B^i anregenden Gespracben und frobem Becberklang blieben die 
Festteilnebmer noch lange vereinigt. Es war Mittemacbt, als die letzten 
die Tonballe verliefsen. 



Hratag, dem 9. Aignst 
Ente Hauptveraaminlimg. 

Punkt 9 TThr war die Aula des eidgenossischen Polytechniknins 
▼on den Mathematikern and ihren Damen bis auf den letzten Platz 
gef&Ut. 

Prof. Geiser^ als President des Organisationskomites^ eroffiiete den 
Kongrelis mit folgender Rede: 



Hochgeehrte Anwesende! 

Im Namen der ans Fachgenossen der yerschiedensten Lander ge- 
bildeten Yereinignng^ welche die Einladung za einem ersien inter- 
nationalen Mathematiker-Kongresse erlassen hat, heifse ich Sie alle auf 
das herzlichste willkonunen. Mit besonderer Freude begrOlse ich Sie 
im Namen der zUrcherischen Eollegen, denen Ihr zahb*eiches Ersdieinen 
eine Oewahr daf&r bietet, dafs Sie die Anffordening, sich in nnserer 
Stadt zu yersanmieln, freundlich und znstimmend aufgenommen haben. 
Wohl hegten wir, als die erste Anregnng bei ons gemacht wnrde, den 
Kongrefs zu fibemehmen; mannigfache und gewichtige Bedenken. Wir 
sagten uns aber, dafs die Lage Zfirichs im Erenzmigspnnkte der grofsen 
Linien von Paris nach Wien und von Berlin nach Rom das Oelingen 
des Untemehmens wesentlich begCLnstigen werde. Zudem legten wir 
die Festtage in eine Zeit, in welcher die Schweiz ohnedies ein Haupt- 
sammelplatz derjenigen ist, welche Ruhe und Erholung nach gethaner, 
Mut und Kraft zu neuer Arbeit suchen. So wird auch fElr Sie die 
Gelegenheit verlockend sein, nach den Anstrengungen gemeinschaftlicher 
Arbeit noch einige Tage oder Wochen in der belebenden Nahe unserer 
sttlrzenden Bache und rauschenden Tannen, im stillen Anblicke unserer 
blauen Seen und griinen Alpen oder mitten unter den wilden Felsen 
und kalten Oletschem unserer Hochgebirgswelt zu verweilen. 
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Den einfachen Sitten des Landes und den immerhin noch kleinen 
Verhaltnissen der Stadt entsprechend konnen wir Ihnen an aulserem 
Schmuck nnd Glanz unserer Zusammenktlnfte nur wenig bieten, sodafs 
wir Yon diesem Oesichtspnnkte aus kaum hatten wagen dUrfen^ den 
Beigen der intemationalen Mathematiker-Eongresse zu eroffinen. Wollen 
Sie es uns deshalb nicht als Unbescheidenheit aoslegen, wenn wir zum 
Ersatze dafClr in der k^nstlerischen Ausstattung der Festkarte an den 
Anteil erinnem, den die Schweiz in den letzten Jahrhunderten an der 
Entwickelong der exakten Wissenschaften genommen hat. Indem wir 
Drnen nnsere grofsen Mathematiker yor Augen fUbren^ stellen wir 
gleicbsam nnsere Yersammlnng unier den Scbutz dieser macbtigen 
Geister. 

Sie sehen die drei gro&ten ans der wnnderbaren Familie der 
Bernonlli. In der Mitte Jakob, auf dessen yerscblossenen und 
energischen Gesichtszfigen nocb ein femer, versp&teter Abglanz der 
eisenstarrenden und pulyergescbwarzten Zeit des dreilsigjahrigen Erieges 
zu liegen scheint. Becbts yon ibm Jobannes, der in dem stolzen 
Selbstbewulstsein eines Roi soleil der Wissenscbaft sicb yon dem Bruder 
und dem Sobne abwendet. Links Daniel, dessen sanfbe und sympa- 
tbiscbe Gesicbtsziige alles bestatigen, was uns die Zeitgenossen yon 
seiner Bescbeidenbeit und LiebenswtLrdigkeit fiberliefem. Yon Jakob 
und Jobannes ist gesagt worden, dafs sie zur Entwickelung der Diffe- 
rential- und Integralrecbnung mebr beigetragen baben als deren Ur- 
beber. Die Gescbicbte der kinetiscben Gttstbeorie, der mecbaniscben 
Warmetbeorie, des Prinzips yon der Erbaltung der Energie nennt 
Daniel unter den gro&ten matbematiscben Pbjsikem aller Zeiten. 

Es folgt Leonbard Euler, der um die Mitte des yorigen Jabr- 
bunderts auf dem Gebiete unserer Wissenscbaften eine gleicbe uniyersale 
Stellung einnabm, wie Voltaire auf dem Gebiete der Litteratur. Seine 
Bedeutung kann nicbt besser iUustriert werden, als durcb die Tbat- 
sacbe, dafs im Jabre 1755 die Pariser Akademie der Wissenscbaften 
ibn ganz aulserordentlicberweise zu einem ibrer auswartigen Mitglieder 
erwablte, in einem Zeitpunkte, in welcbem die durcb das Statut yor- 
gesebenen acbt Platze alle besetzt waren. ,,L'extreme rarete de ces 
sortes d'arrangements'', so scbrieb ibm damals der Minister d'Argenson, 
„est une distinction trop marquee pour ne pas Vous en faire Tobser- 
yation/^ Yergegenwartigen wir uns, dafs, als im Jabre 1699 zum ersten 
Male die acbt Associ^s etrangers zu bezeicbnen waren, neben Newton 
und Leibniz aucb die beiden Brtider Bernoulli gewablt wurden, und 
fUgen wir binzu, dafs spater Euler mit Daniel Bernoulli und Albrecbt 
yon Haller gleicbzeitig zu diesen auswartigen Akademikem zablte, so 
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durfen wir es als eine trostliche FtLgung des Geschickes ansehen^ dab 
in den Zeiten unaufhaltsam fortschreitenden politisohen Yerfalls der 
alten Eidgenossenschaft die wissenschaftliche Bedeutung des Schweizer- 
landes auf einer unvergleichlichen Hohe stand — auf einer Hohe, die 
seither freilich auch nicht yon feme wieder erstiegen worden isi 

TTnser Jahrhundert ist dorcli Jakob Steiner vertreten, den Herr- 
scher im Beiche der syntheidschen Oeometrie. Ich erblicke in der 
heutigen Yersammlmig Manner^ die noch zu den FtUsen des Meisters 
salsen und es gehort auch zu meinen bedeutendsten personlichen Er- 
innerungen, in den Zauberkreis des unvei^efslichen Mannes getreten zu 
sein. Aber schon ist seine Oestalt von einem sagenhaften Schimmer 
umflosseu; wie wenn er durch Jahrbunderte von uns getrennt ware. 
Er lebt in unserem Oedachtnis als der ktOine Hirtenknabe, der erfolg- 
reich mit den Orofsten der Wissenschaft in die Scbranken tritt, und 
so erscheint er uns ak ein wiirdiger Sprofs des Yolkes^ von dem es 
in Tasso's Oerusalemme liberata beifst: 

E con la man che guidd rozzi armenti 
Par che i regi sfidar nulla payenti. 



Eine der edelsten Schopfangen Gottfried Semper's, der Mittelbau 
des eidgenossischen Polytechnikums^ bildet den architektonischen Ab- 
schluls unserer Portratreihe. Wir wollen Ihnen damit nicht nur eine 
Erinnerung an die Statte bieten, in welcher Ihre wissenschaftlichen 
und geschaftlichen Verhandlungen stattfinden werden. Wir mochten 
zugleich Ihre Aufmerksamkeit auf die Bedeutung lenken^ welche heute 
den technischen Hochschulen fiir die Mathematik und ihre Anwendungen 
zukommt. In einer Darstellung des Entwickelungsganges der Mathe- 
matik auf den deutschen Universitaten; die fiir die WeltaussteUung in 
Chicago geschrieben worden ist, wird der Einflufs geschildert, den die 
Griindung der Pariser polytechnischen Schule auf Forschung und Lehr- 
thatigkeit ausgeUbt hat. Es wird weiter darauf hii^ewiesen, wie seit 
der Mitte unseres Jahrhunderts auch an technische Unterrichtsanstalten 
deutscher Zunge wissenschaftlich henrorragende Mathematiker berufen 
wurden. Eundgebungen dieser Art lielBen hoffen, dafs alte unbegrtLndete 
Yorurteile nach und nach im Schwinden begriffen seien und dafs die 
Yolle Gleichberechtigung aller Hochschulen immer mehr anerkannt 
werde. Neuere Bewegungen zeigen aber, dais in manchen Ereisen die 
Aufgaben des hoheren technischen Unterrichts noch nicht als yollig 
abgeklart und normiert erscheinen. Auf der einen Seite ertonen laute 



B. Verlaof des Eongresses. 27 

Stimmen ans der Praxis: den mathematischen Fachem werde eine zu 
grofse Bedeutung eingeraumt; yon der anderen Seite wird nicht minder 
entschieden verlangt^ dab die letzte und hochsie Ausbildung der Tech- 
niker den UniTersitaten vorzubehalten sei. 

Wir erkennen es mit voller Dankbarkeit an^ dais der Eongrels einen 
Teil seiner Arbeit diesen wichtigen Fragen zuwenden will. Ein ans- 
gezeichneter Teehniker wird fiber den Gegenstand das Wort ergreifen^ 
und ohne Zweifel werden wir den bemfensten Tbeoretiker ebenfalls 
uber diese Dinge sich aussprechen boren. Wie aber aucb die Schlufs- 
folgemngen in Yortri^en und Diskussionen sich gestalten mogen: zu- 
stimmendy einschrankend oder ablehnend — sie werden den natur- 
gemafsen Weg^ welchen die technischen Hochschulen zu gehen haben^ 
nicht wesentlich beeinflussen. Fdr Studierende und Lehrer^ f&r den 
ausHbenden Teehniker und den Forscher auf dem Oebiete der reinen 
Wissenschafb giebt es nur eine Wahl: einen dauemden Erfolg erreicht 
nur^ wer unermudet^ mit ganzer Seele nach dem hochsten Ziele strebt. 

Hochgeehrte Yersammlung! 

Sie werden nicht erwarten, dab ich in meinem Eroffiiungsworte 
mich fiber die Aufgaben und fiber den Nutzen mathematischer Eon- 
gresse weitULufiger ausspreche: das wird heute noch von anderer Seite 
geschehen. Erlauben Sie mir nur eine kurze Schlulsbemerkung. 

OewiJs wird niemand xmter uns glauben, dais k^nftighin die 
Losung der grolsen Probleme der Wissenschaft sich als Besultat der- 
artiger Yersammlungen ergeben werde. Die hochsten Leistungen in 
alien geistigen Gebieten^ auch wenn sie als ganz objektiye Wahrheiten 
erscheinen^ tragen ein durchaus personliches Geprage^ das durch fremden 
Eingrifi nur verwischt und geschadigt wird. Wer denkt nicht bei den 
in stiller Einsamkeit entstandenen Schopfongen Riemann's an die 
Schatze der Sage^ die yon unschuldigen Handen schweigend gehoben 
werden mfissen? Und spiegelt sich nicht in den fundamentalen Ar- 
beiten yon Weierstrafs die grolsartige Einfachheit^ Selbstandigkeit 
und Oeschlossenheit des Mannes wieder? 

Aber ausgedehnte und reiche Oebiete bleiben noch der gemein- 
schaftlichen Thatigkeit zu^nglich^ Arbeitsfelder, die nur durch gleich- 
zeitige Anspannung zahlreicher Exafte zweckma&ig und erfolgreich 
bebaut werden konnen. Und die Wirkung solcher Yereinigungen bleibt 
nicht auf den engen Ereis der unmittelbaren Teilnehmer beschrankt. 
Der edle Wetteifer in der selbstlosen Hingabe an einen idealen Zweck 
ermutigt auch andere zu gleicher Anstrengung. 
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Yor allem in unserem Lande sind die Trager des geistigen Lebens 
fiir jede Anregong empfanglich und dankbar. Jeder Tag mahnt uns 
daran, wie raumlich enge gezogen unsere Orenzen sind. Wenn am 
Morgen die Sonne in die Tiefen der nach Osten gerichteten Thaler 
GraubtLndens niedersteigt^ erleuchtet sie auch schon die Schluchten des 
Jura^ durch welche sich drangend die Rhone im Westen den genferischen 
Boden yerlaJst. Und wenn der letzte Schinuner des Ti^es von den 
Oipfehi der Beminagmppe schwindet, so erbleichen auch die Schnee- 
kuppen der Bergriesen^ welche das Hochihal von Zermatt umschlielsen. 
Indem wir mit achtungsvoller Teilnahme nns in Ihre Arbeiten yer- 
tiefen und in deren Ei^ebnisse einzudringen suchen, befreien wir uns 
Yon raumlichen und zeitlichen Schranken. Wir erwerben uns ein 
geistiges BtLrgerrecht in einem Beiche von unendlicher Ausdehnung: 
es ist das Reich der Wissenschaft^ von welchem in einem hSheren und 
edleren Sinne ak von demjenigen Earls des Fiinften gesagt werden kann, 
dafs in ihm die Sonne niemals untergehe. 



Prof. Oeiser yerlas darauf die folgenden Schreiben, welche yon 
den eidgenossischen^ kantonalen und stadtischen Behorden an den Eon- 
grefs gerichtet waren: 

Bern, den 7. August 1897. 

Die schweizerische Bundeskanzlei 
an 
das Organisationskomite des intemationalen Mathematiker-Eongresses 
(Prasident: Herr Dr. Geiser, Professor am eidgenoss. Polytechnikum) 

in Ziirich. 

Hochgeehrte Herren, 

Wir sind beauftragt, Ihnen unter bester Verdankung der an den 
hohen Bundesrat gerichteten Einladung mitzuteilen, dafs die Behorde, 
infolge der Abwesenheit yon dreien ihrer Mitglieder in Urlaub sehr 
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znsammeiigeschinolzen; zu ihrem Bedauem nicht in der Lage sei, sich 
bei Ihren Yerhandlungen yeitreten zu lassen. 

Mit Yollkommener Hochachtung 

Im Namen der schweiz. Bundeskanzlei, 

Der E[aiizler der EidgenoBsenschaft: 

Ringier. 



Ztirich, den 7. August 1897. 
Herm Professor Dr. Oeiser in Zurich. 

Hochgeachteter Herr, 

Ihrer freundliclien Einladung entsprechend hat der Regierungsrat 
die Herren Regierungsrate Bleuler und Ernst als seine Yertreter an 
den intemationalen Mathematiker-Eongrefs abgeordnet. 

Indem wir Ihnen hievon auffcraggemais Eenptnis geben, yersichem 
wir Sie unserer vollkommenen Hochachtung. 

Die Staatskanzlei: 
Stiissi. 

Der 

Stadtrat Ziirich 
an das 
Organisationskoniite des intemationalen Mathematiker-Eongresses 

Ziirich. 

Auf Ihre Zuschrift vom 30. Juli 1897, worin Sie den Stadtrat 
einladen, sich durch eine Abordnung auf dem intemationalen Mathe- 
matiker-Eongrels, welcher vom 9. bis 11. August in Zurich stattfindet, 
yertreten zu lassen, teilen wir Ihnen mit, dafs der Stadtrat die Herren 
Stadti^te Orob und Hasler ab seine Abgeordneten bezeichnet hat. 

Ziirich, den 4. August 1897. 

Im Namen des Stadtrates 

der Stadtprasident: 

H. Pestalozzi. 

Der Substitut des Stadtschreibers: 
Dr. Th. Usteri. 
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Nach diesen Mitteiltmgen legte Prof. Geiser das Reglement vor, 
wie es aus der Sonnta^ssitzung des intemationaleii Eomites hervor- 
gegangen war^ and machte auf die Abweichongen desselben yon dam 
in den Handen der Teilnehmer befindlichen gedmckten Entwurfe auf- 
merksam. Das Reglement wurde stillschweigend genehmigt und so 
konnte die Versammlong sofort zur Wahl des von Art. 3 yorgesehenen 
Vorstandes schreiten. 

Mit Acclamation wurde zum PrSsidenteil des Eongresses 
Prof. Cieiser gewahlt. 

Sodann warden^ gleichfalls mit Acclamation, gewahlt: 
Als Generalsekretare: Die Herren J. Franel und F. Rudio; 
„ Sekretare: Die Herren E. Borel, J. P. Pierpont, V. Volterra 

und E. V. Weber; 
„ Mitglieder: Die Herren N. Bouga'iey, Fr. Brioschi, F. Klein, 
J. S, Mackay, G. Mittag-Leffler, F. Mertens, 
^. Picard, H. Poincar^ und H. Weber. 
Da Herr Poincare durcb einen Trauerfall verbindert war, am Eon- 
gresse personlicb teilzunehmen, so wurden statt der yom Reglemente 
yorgesehenen acht Mitglieder deren neun gewahlt. 

Dem Programme gemals hatte der Vortrag des Herm H. Poin- 
care: ,,Sur les rapports de Tanalyse pure et de la physique mathe- 
matique*' folgen sollen. Leider war, wie schon bemerkt, Herr PoincarS 
yerhindert worden, personlicb zu erscheinen. Er hatte aber das Manu- 
skript seines Vortrages eingesandt, und dieses wurde nun yon Prof. 
Franel yorgelesen. 

Die Yersammlung beschlofs hierauf, Herm Poincar^ telegraphisch 
ibren Dank auszusprechen. 

Der Vorsitzende erteilte jetzt Prof. Rudio das Wort zu dem 
folgenden Referate: 



Cber die Au%aben und die 
Organisation intemationaler mathematischer Eongresse. 

Von 
Ferdinamd Rudio. 



Hochgeehrte Yersaminlaiigl 

Im Namen des vorbereitenden Eomites habe ich die Ehre, einige 
Worte iiber die Aufgaben und die Organisation der intemationalen 
Mathematiker-Eongresse an Sie zn richten. Sie werden natQrlich nicht 
erwarten, dafs wir scbon jetzt mit einem bis ins einzebie ausgearbei- 
teten Programme vor Sie hintreten. Handelt es sich doch heute nor 
damm^ den Grund zn legen zu einem Werke^ dessen Frilchte erst die 
Znkunft zeitigen kann. Dieser Zukunft aber dtlrfen wir yertranensToll 
entgegenblicken. Dazu berechtigt uns das grofse Interesse^ welches 
der Einberofong eines intemationalen Mathematiker-Eongresses von den 
Fachgenossen aller Lander entgegengebracht wnrde^ dazn berechtigt 
uns insbesondere die stattliche Yersammlung; die sich heute in der 
Aula des eidgenossischen Polytechnikums zu gemeinsamer Arbeit zu- 
sammengefnnden hat. 

WoUen Sie mir erlauben^ hochgeehrte Anwesende^ dais ich Ihie 
Aufinerksamkeit zunachst auf einige organisatorische Fragen lenke. 
In Ihren Handen befinden sich ein von dem Eomite ausgearbeitetes 
y^glement% sowie ^^Besolutionen''^ welche Ihrer Beschlufsfeussung unter- 
breitet werden sollen. Die in dem Reglemente befindlichen Artikel 
organisatorischer Natur betreffen wesentlich die Geschafbsordnung des 
diesjahrigen Eongresses und brauchen an dieser Stelle nicht beriihrt 
zu werden. Ich wende mich daher gleich zu den Resolutionen^ die 
ich Dmen einzeln yorlegen will. 
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Resolationen de$ intematiouleii KafheBatiker-KoBgresMs 
in Zliriek, 18»7. 

I. Internationale mathematische Eongresse soUen kfinftighin in 
Zwisehenraumen yon 3 — 5 Jahren nnd nnter gebfilhrender BerQek- 
sichtigang der yerschiedenen Lander yeranstaltet werden. 

U. In der Schla&yersammlung jedes Eongresses werden 2^it nnd 
Ort des nachsten Eongresses und die Organe zor Yorbereitnng nnd 
Einbemfung desselben bezeichnet. 

in. Sollte dorcli irgend welche Yerhaltnisse die Abhaltnng eines 
Eongresses zur yorbestimmten Zeit am yorbestinunten Orte unmoglich 
sein^ so ist der Yorstand des letzten Eongresses ermachtigt^ eyentnell 
die nStigen Dispositionen znr Einbemfong eines neuen Eongresses zu 
treffen. Er wird sich zu diesem Zwecke auch mit den in der Beso- 
lution II bezeichneten Organen in Yerbindimg setzen. 

IV. Fdr solche Aufgaben intemationaler Natur^ deren Losnng 
eine feste Organisation erfordert^ kann jeder Eongrefs standige Eom- 
missionen emennen^ deren Amtsdauer bis zum nachsten Eongresse geht. 

Die Eompetenzen und Yerpflichtungen derartiger Eonunissionen 
werden jeweilen bei Bestellung derselben festgesetzt. 

Y. Der nachste Eongreis soil im Jahre 1900 in Paris stattfinden. 
Die Soci^t^ math^matique de France wird mit der Yorbereitnng und 
Organisation desselben beauftragt. 



Dies sind; yerehrte Anwesende^ im wesentlichen die Normen^ nach 
denen sich die nachsten intemationalen Mathematiker- Eongresse ge- 
stalten sollten. Sie sind absichtlich mSglichst einfach und durchsichtig 
gehalten und dtirften fdr den Anfang genfigen. 

Welches sind nun aber die Aufgaben^ deren Losung yon diesen 
intemationalen Eongressen zu erwarten ist? Eine Skizze, allerdings 
nur eine Skizze derselben enthalt Artikel 1 des Ihnen yorgelegten 
Iteglementes. Es heifst dort zunachst: 

y^Der Eongrefs hat den Zweck, die personlichen Beziehungen zwi- 
schen den Mathematikem der yerschiedenen Lander zu fordem/' 

Vorehrte Anwesende! Wer einen Blick wirft auf das Programm, 
wer Umsohau halt in diesem Saale, der wird sich des Eindruckes nicht 
erwehreu kSnnen, dafs die intemationalen Mathematiker-Eongresse auch 
dann schon eine Existenzberechtigung batten, wenn sie keinen anderen 
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Zweck yerfolgten, als die Mathematiker aller Lander der Erde einander 
naher zu bringen, ihnen Gelegenheit zu bieten zu gegenseitigem Qe- 
dankenaustausche, Gelegenheit aber auch, freundschafblich mit einander 
zu yerkehren, wie es die Verfolgung gemeinsamer Ideale mit sich 
1)ringt. Die Pflege der personlichen Beziehungen und die dadurcli be- 
dingte direkte und indirekte Fordenmg der Wissenschaft wird stets 
einen wesentlichen Punkt in dem Programme nationaler wie inter- 
nationaler wissenschaftlicher Yereinigongen bilden. 

Aber wir wollen dabei nieht stehen bleiben. In Artikel 1 des 
Beglementes heifst es weiter: 

„Der Kongrefs bat den Zweck, in den Vortragen der Hauptver- 
sammlongen and der Sektionssitzongen einen Uberblick iiber den gegen- 
wartigen Stand der yerschiedenen Gebiete mathematischer Wissenschaften 
und ihrer Anwendmigen, sowie die Behandlung einzebier Probleme yon 
besonderer Bedeutung zu bieten.^ 

Hoehgeebrte Damen und Herren! Soil icb ausdriicklich darauf 
hinweisen, wie so ganz anders das gesprocbene Wort wirkt gegeniiber 
dem geschriebenen oder gedruckten, wie erst durch die Personlichkeit 
des Yortragenden die Darstellung Gestalt, Farbe, Warme, mit einem 
Worte Leben gewinnt? Es dUrfte iiberfidssig sein, an dieser Stelle 
und vor dieser Yersammlung bierbei zu verweilen. 

Aber gerade die Yortrage, die fur die Hauptyersanunlungen unserer 
Kongresse in Aussicbt zu nebmen sind, bieten bereits Anlafs zu ganz 
bestimmten, wohl umschriebenen Aufgaben fiir intemationale Betbati- 
gung. Diese Yortrage werden naturgemals in den meisten Fallen 
iibersicbtliche Referate tlber die bistorische Entwickelung und den 
gegenwartigen Stand einzelner Wissensgebiete darstellen. Sollte es nun 
nicbt moglich sein, diese Referate nacb bestimmten Gesicbtspunkten 
zu gnippieren und in geeigneter Weise unter die Mathematiker der 
yerschiedensten Nationen zur systematiscben Bearbeitung zu yerteilen? 
Wir wilrden damit nur auf intemationalem Gebiete dem Beispiele folgen, 
Welches seit mehreren Jahren yon der deutschen Mathematiker- Yereinigung 
gegeben wird und welches durch die Arbeiten der Herren Brill und 
Noether, Franz Meyer u. a. reprasentiert ist. Wir wurden dadurch 
in kurzer Zeit zu einer systematiscben Folge yon geschichtlichen 
Einzeldarstellungen gelangen und zugleich — ich folge bier einem 
Gedanken des Herm Enestrom — zu einer planmafsigen Fortsetzung 
des grofsen Werkes, welches Herr Moritz Cantor mit dem Jahre 
1759 abzuschliefsen im Begriffe ist, und dessen Weiterfiihrung die Erafte 
eines Einzelnen weit iibersteigen dilrfte. 

Verb. d. 1. internat. Mathem.-Eongr. ZOrich 1897. 3 
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Viribus unitis! sei unsere Losung. Mit vereinten Eraften wird 
es moglich sein^ Aufgaben zu Idsen^ die wegen mangelnder Yereinigmig 
bisher nicht einmal in Angriff genommen werden konnten. Soil ich 
eizL Beispiel geben^ so wollen Sie mir es auf Scbweizerboden zu gate 
halten, wenn ich etwa an eine Herausgabe der Werke Leonhard 
E Tiler's denke, eine Ehrenpflicht^ die von der mathematischen Welt 
bis jetzt nicht hat erfQllt werden konnen. Eine wichtige Vorbedingung 
fiir die Inangrifihahme dieser grolsen Aufgabe ist bekanntlich jetzt er- 
fQllt ^ nachdem yor einem Jahre unser amerikanischer Eollege Hag en 
zum ersten Male ein vollstandiges Verzeichnis der Werke Euler'a ver- 
offentlicht hat. Sie wissen auch aus den Mitteilungen des Herm 
Hagen^ dafs eine Herausgabe dieser Werke heute nicht mehr zu den 
Utopien zahlt^ ja vielleicht nur noch einer intemationalen morali- 
schen TJnterstfitzang bedarf. 

Ich habe hier naturlich nur ein Beispiel fiir gemeinsame littera- 
rische TJntemehmungen nennen wollen. Weitere Beispiele, wenn auch 
ganz anderer Natur als das genannte^ liefsen sich hinzuf&gen outer 
Benutzung der mannigfachen Anregangen, die dem Komite yon ver- 
schiedenen Seiten zugekommen sind. Ich erwahne rein sachlich und 
ohne personlich dazu St.ellung zu nehmen: die womoglich jahrliche 
Herausgabe eines Adrefsbuches aller Mathematiker der Erde 
mit Angabe ihrer speziellen Fachrichtung; die Herausgabe eines biogra- 
phisch-litterarischen Worterbuches der jetzt lebenden Mathe- 
matiker mit ihren Portrats; die Herausgabe einer mathematischen 
Litteratur-Zeitung. 

Sodann ware an die Veranstaltung internationaler wissen- 
schaftlicher Ausstellungen zu denken^ etwa nach dem Muster der 
schonen Ausstellung^ welche im Jahre 1893 unter der Agide des Herm 
Dyck in MUnchen stattfand. 

Unter den litterarischen Unternehmungen ist eine noch besonders 
hervorzuheben. Artikel 7 des Reglementes spricht yon der Druck- 
legung der Eongrefsyerhandlungen. Es ist nicht daran zu zweifehi; 
dafs diese und die entsprechenden folgenden Publikationen wesentlich 
dazu beitragen werden^ unsere gemeinsame Arbeit zu fordem und das 
GefQhl der Zusammengehorigkeit unter den Mathematikem zu wecken. 

Auch in bezug auf Fragen der Terminologie, sowie der inter- 
nationalen Yerstandigung iiber die Wahl gewisser mathematischer Ein- 
heiten sind uns Anregungen zugegangen. Wie man sich bei inter- 
nationalen Zusammenkiinfken Uber die wicht^psten physikalischen Ein- 
heiten, wie Volt, Ampere, Ohm, yerstandigt habe, so sei beispielsweise 
eine intemationale Einigung iiber die Winkelteilung anzustrebeu. 



J 
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Bekanntlich hat man in Frankreich und in Deutschland den Yersuch 
gemacht^ zor dezimalen Winkelteilung uberzugehen^ was fur die Rech- 
nnng natiirlich wesentliche Yorteile darbietet. Nun ist aber dadurch 
eine UngleicKheit entstanden, dafs die einen die alien Grade beibe- 
balten and nur diese dezimal teilen, andere nur die Quadranten und 
wiederom andere die ganze Peripherie dezimal and zentesimal teilen 
wollen. Es wird daher als eine Aafgabe der intemationalen Ver- 
standigang bezeichnet; die in den neueren Tabellen herrschende Yer- 
schiedenheit durch Festsetzung eines einheitlichen Winkelmafses zu 
beseitigen. 

Nattirlich kann es nicht die Absicht meines Referates sein^ sich 
in Einzelheiten zu yerlieren. Ich werde mich daher darauf beschranken, 
nor noch einen Punkt besonders zu besprechen, der allerdings gegen- 
wartig der weitaus wichtigste sein ddrfte. Der wichtigste deshalb^ 
weil es sich dabei am eine akut gewordene Frt^e handelt^ die eine 
energische Inangriffiiahme fordert. Ich meine die Frage der mathe- 
matischen Bibliographie. 

Indem ich ftlrs erste Yollstandig bei Seite lasse, was auf diesem 
GFebiete bis jetzt gearbeitet worden ist and noch gearbeitet wird, auch 
absichtlich vorlaofig unerwahnt lasse, welche Institute sich gegenwartig 
mit diesen Arbeiten beschaftigen, will ich nur kurz das Ziel charak- 
terisieren, welches erstrebt werden mufs. 

Was bei der heutigen enormen Produktivitat and der damit ver- 
bundenen litterarischen Zersplitterung ftlr jede Wissenschaft, nicht nur 
f&r die mathematische, yon der grofsten Wichtigkeit ist, das ist eine 
rasch funktionierende und kontinuierlich laufende Biblio- 
graphie. 

Eine solche Bibliographie hat, neben anderen Zwecken, die Auf- 
gabe, jedem, der sich fOr ein beliebiges Gebiet — sagen wir Zahlen- 
theorie — interessiert, durch genaue Titelkopieen Kenntnis zu geben 
von allem dem, was in der ganzen Welt, nicht etwa in den letzten 
Jahren, sondem in den letzten Monaten und Wochen auf diesem 
Gebiete yeroffentlicht worden ist. Eine derartige Bibliographie einer 
bestimmten Wissenschaft kann nur von einem intemationalen Institute, 
d. h. durch intemationales Zusammenwirken, geliefert werden und von 
einem solchen mit wirklichem Erfolge auch nur dann, wenn eine allgemein 
anerkannte Klassifikation der betrefienden Wissenschaft existiert. 
Nun, verehrte Anwesende, eine solche allgemein und von alien Fach- 
genossen adoptierte Klassifikation besitzen wir aber auf mathematischem 
Gebiete leider noch nicht. Wohl haben wir eine Reihe von Klassifi- 
kationen, die alle in ihrer Art Yortreffliches leisten. Ich erinnere an 

3* 
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die Klassifikation des Pariser bibliographischen EongFesses, der 1889 
unter dem Vorsitze des Herrn Poincar^^ dessen Abwesenheit wir 
heute so sehr bedauem^ tagte^ ich erinnere an die Klassifikation des 
yon Herrn Lampe herausgegebenen Jahrbuches dber die Fortschritte 
der Mathematik; an diejenige des nniversell angelegten Dewey'schen 
Dezimalsystems und so manche andere. Aber nur durch eine ein- 
heitlicbe, allgemein anerkannte Klassifikation werden wir 
das Ideal einer Bibliographie erreichen, welche in gleicher 
Weise die Bediirfnisse der Gelehrten wie der Bibliotheken 
der ganzen Welt einheitlich befriedigt. 

Hochgeehrte Yersammlung! Wenn irgendwO; so liegt hier eine 
wichtige nnd dankbare Aufgabe der intemationalen Yerstandigung yor. 
Diese Anfgabe wird Uberdies dadnrch erleichtert, dais bereits zwei 
machtige nnd hochangesehene Institute der Frage ihre Aufinerksamkeit 
zngewendet haben: das Institnt international de bibliographie in 
Brfissel und die Royal Society in London, yon welchen das erst- 
genannte yor kurzem seine zweite intemationale Konferenz abgehalten 
hat. Der intemationale Mathematiker-Kongrefs kann und darf den 
Arbeiten dieser Institute nicht mufsig und gleichgHltig zusehen. Noch 
ist ihm die Moglichkeit gegeben, daran mitzuwirken, und ich f&ge 
hinzu, dafs diese Mitwirkung beiden Instituten nur willkommen sein 
wird. Aber auch wenn die intemationalen Mathematiker-Kongresse 
selbstandig yorgehen und ein eigenes bibliographisches Institut ins 
Leben rufen wollten, was keine grolsen Schwierigkeiten hatte, wtoden 
sie damit prinzipiell noch lange nicht in eine Riyalii»t mit den ge- 
nannten Instituten treten. Einen Beweis hierfiir liefert das hier in 
Zdrich seit zwei Jahren blUhende intemationale Concilium bibliogra- 
phicum, welches unter der Leitung des Herrn Field auf zoologischem 
Gebiete die genannten Ideale yerwirklicht. 

Ich kann darauf yerzichten, yerehrte Anwesende, bei diesem Thema 
langer zu yerweilen oder gar in Details einzutreten^ da in der Sektion 
fQr Geschichte und Bibliographie Herr EnestrSm einen Yortrag fiber 
die neuesten mathematisch- bibliographischen Untemehmungen halten 
wird. An der Sitzung werden, wie ich in letzter Stunde erfahren habe, 
auch Yertreter des Institut intemational de bibliographie und der 
Royal Society teilnehmen. Es ist daher anzunehmen, dafs aus dieser 
Sektion ein bestimmter, die mathematische Bibliographie betreffender 
Antrag heryorgehen wird, der Dmen in der zweiten Hauptyersanunlung 
zu unterbreiten ware. 

Hochgeehrte Yersammlung! Ich bin zu Ende mit meinem Referate. 
Wie ich schon bemerkt habe, kann dasselbe nach keiner Richtung hin 
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Anspruch auf Vollstandigkeit erheben. Ich habe lediglich zeigen woUen, 
dafs neben dem grofsen Interesse, welches die intemationalen Mathe- 
matiker-Zusammenkfiiifte an and ftir sich haben, auch noch Aufgaben 
existieren^ welche gemeinschafklieher Anstrengung wert sind. Solcher 
Au%aben werden sich naturgemafs im Lanfe der Zeit um so mehr 
darbieten, je fester das Band gekndpfi; wird, welches uns yon heute an 
vereinigen soil. 

Moge das Werk, dessen Grundstein wir heute hier in Ziirich 
legen, sich wiirdig den anderen grofsen intemationalen Schopfungen 
anreihen! Moge es im Verein mit .diesen dazu beitragen, nicht nur 
die Gelehrten aller Nationen^ sondem auch diese selbst zu ver- 
einigen zu gemeinsamer Kulturarbeit! 



Da von der Versammlung sofort der Wunsch ausgesprochen wurde, 
das Referat mochte fur die zweite Hauptversammlung gedruckt^ und 
zwar deutsch und franzosisch^ vorgelegt werden^ so soil jetzt auch 
hier die franzosische tJbersetzung folgen: 



Sur le but et rorganisation des congr^s intemationaux des 

math^maticiens. 

Par 

Ferdinand Budio. 
(Tradnit de rallemand.) 



Mesdames et Messieurs! 

Au nom du comity d'organisation j'ai rhonneur de vous adresser 
quelques mots relatifs au but et a Torganisation des congres inter- 
nationaux des math^matieiens. Yous n'attendez evidemment pas que 
nous yous presentions d'ores et d^ja un programme arr^t^ dans tons 
ses details. II ne s'agit; pour le moment^ que de poser les fondements 
d'une oeuvre a yenir. Nous pouyons d'ailleurs enyisi^er cet ayenir 
ayec confiance, comme le d^montrent le grand interet pr6yoque dans 
le monde des math^maticiens par Tannonce d'un congres et la nom- 
breuse assembl^e r^unie aujourdliui dans TAula du Polytechnicum. 

Pennettez-moi, Mesdames et Messieurs, d'attirer tout d'abord yotre 
attention sur certaines questions d'organisation. Vous ayez entre les 
mains un projet de reglement et des resolutions prepares par le comite 
et qui seront soumis k yotre approbation. Les articles du reglement 
relatifs a Torganisation se rapportent essentiellement a Tordre du jour 
du congres actuel, de sorte qu'il est inutile de les mentionner. Je passe 
done aux resolutions que, pour plus de clart^, je rappelle ici. 

B^solntions dn congres international des mathimaticiens 
siigeant k Zurich, en 1897. 

I. A I'ayenir les congres intemationaux des mathematiciens se 
succederont a des interyalles de 3 a 5 ans. II sera tenu compte, dans 
le choix du siege, des yoeux legitimes des diff^rents pays. 

n. On choisira, a la fin de chaque congres, la date et le si^e 
du congres suiyant, ainsi que les organes on les associations charges 
de le preparer et de Forganiser. 
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in. Si^ par suite de circonstances imprevues^ un congres ne pou- 
yaii singer a la date et au lieu choisis; le comite du dernier congres 
aurait la &culte de prendre les dispositions n^cessaires a la convocation 
d'on congres nouveau. A cet effet il s'entendra avec les organes men- 
tionnes a Farticle U. 

IV. Ghaque congres pent, lorsqu'il le juge utile pour Tetude de 
certaines questions de nature intemationale, nommer des commissions 
permanentes dont le mandat dure d'un congres au congres suivant. 

Les competences et les attributions de ces conmiissions sont fixees 
lors de leur nomination. 

v. Le prochain congres si^gera a Paris en 1900. La societe 
mathematique de France est chargee de sa preparation et de son 
organisation. 

Ge sont la, Mesdames et Messieurs, les dispositions gen^rales qui 
devront etre observees par les prochains congres intemationaux des 
mathematiciens. Elles sont a dessein simples et claires et suffiront, 
du moins au d^ut. 

Mais quelles sont les questions que ces congres pourraient avoir 
a resoudre? On en trouve une esquisse, mais une esquisse seulement, 
dans Tarticle V^ du reglement: 

<Le congres a pour but de provoquer des relations personnelles 
entre les mathematiciens des differents pays.» 

II suifit, Mesdames et Messieurs, de consulter le programme ou de 
Jeter un coup d'csil dans cette salle pour convenir que les congres auraient 
deja leur raison d'etre s'ils n'avaient d'autre but que de procurer aux 
mathematiciens de tons les pays du monde Toccasion de s'entretenir 
amicalement et d'ecEanger leurs id^s. Les relations personnelles et 
les progr^ directs ou indirects qu'elles exercent sur Tayancement de 
la science, sont toujours un des buts principaux de toute reunion 
scientifique. 

Mais il y a plus. L'article 1**' dit en outre: 

<Le congres a pour but de donner, par des rapports et des con- 
ferences, un aper9u de I'etat actuel des di verses branches des mathe- 
matiques et d'offrir Toccasion de traiter certaines questions d'impor- 
tance reconnue.» 

Mesdames et Messieurs! Ai-je besoin de vous dire combien le 
discours parle difPere du discours ecrit ou imprime; combien Fexposi- 
tion gi^e en forme, en couleur, en chaleur, en vie, par la person- 
nalit^ de Forateur? 

Or, les conferences destines aux assemblees plenieres de nos con- 
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gr^ offrent justement la matiere de questions precises et bien deli* 
mit^s. Ces conferences, dans la plnpart des cas, seront des aper^us 
generaux sur la marche historique et snr T^tat actuel de certams do* 
maines scientifiques. Ne seraitril pas possible de grouper ces aper^us 
et d'en confier Tex^cution aux mathematiciens des differents pays? 
Nous ne ferions que suiyre, au point de yue international, Fexemple 
donn^ par la ^Deutsche Mathematiker-Vereinigong^, qui, dins ces 
demieres ann^es, a publie les rapports connus de MM. Brill et Ncether, 
Franz Meyer, etc. On obtiendrait de la sorte, en pen de temps, une 
suite systematique de travaux historiques et, en outre, d*apres 
rid^ de M. Enestr5m, une continuation du grand ouyrage de M. Mau- 
rice Cantor (I^istoire des mathematiques jusqu'en 1759), quun seul 
honune ne saurait avoir Tambition d'entreprendre. 

Yiribus unitisi Certaines questions, auxquelles, faute d*accord, on 
n'a pas encore songe a s'attaquer, pourndent etre resolues a la suite 
d'une entente intemationale. Pour en donner un exemple, sans sortir 
de la Suisse, on pourrait se proposer de publier les oeuvres completes 
d'Euler, devoir que le monde math^matique n*a pu remplir jusqu^a 
present. Une premiere condition n^cessaire pour commencer cette 
grosse entreprise est actuellement remplie depois que notre col- 
legue am^ricain, M. Hagen, a publie la liste complete des oeuvres 
d'Euler. Vous n'ignorez pas que, d'apres M. Hi^en, la publication de 
ces CBUvres n'est plus une utopie; peut-etre, qu'un simple appui moral 
des mathematiciens du monde entier suffirait pour assurer sa r&lisation. 

On pourrait ajouter d'autres exemples, de nature diff<£rente il est 
vrai, qui nous ont ete sugg^r^s de divers c6t6s. Je me contente de 
citer, sans prendre position: la publication, si possible annuelle, d'un 
livre d'adresses des mathematiciens du monde entier avec 
Tindication des branches qu'ils cultivent specialement; la publication 
d'un dictionnaire biographique des mathematiciens contem- 
porains avec leurs portraits; la publication d'un journal de biblio- 
graphie mathematique. 

Ensuite on pourrait songer a organiser des expositions scienti- 
fiques internationales, sur le modele, par exemple, de la belle 
exposition dirig^e par M. Dyck a Munich en 1893. 

Parmi les entreprises scientifiques, il en est une que nous devons 
mentionner specialement. II est question, dans I'article 7 du regie- 
ment, de la publication des deliberations du congr^s. H est 
hors de doute que cette publication et les suivantes contribueront 
dans une grande mesure k nous inciter a un travail commun et a 
eveiller les sentiments de solidarite chez les mathematiciens. 
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II nous a ete fait egatement certaines propositions relatives a des 
questions de terminologie et au choix de certaines unites math^ma- 
tiques qu'il y aurait avanta^e a adopter apr^s une entente intemationale. 
Un accord au sujet de la division du cercle, par exemple, serait a 
desirer, accord analogue & celui des physiciens sur les unites essen- 
tielles Volt, Ampere, Ohm. Comme vous le savez, on a fait, en France 
et en AUemagne, I'essai d*une division du cercle en parties decimales; 
cela pr^sente de serieux avantages pour les calculs numeriques. Seule- 
ment les uns conserverent les anciens degr^s qu*ils diviserent en par- 
ties decimales, tandis que d'autres adopterent cette division pour la 
circonf^rence entiere. H y aurait done lieu de faire disparaitre ces 
differences par une convention intemationale. 

Pour ne pas me perdre dans les details, je me contenterai d'attirer 
encore votre attention sur un seul point, le plus important de tons, 
peut-etre. Le plus important, car il s'agit d*une question brdlante 
dont la solution exige une initiative ^nergique: la question de la 
bibliographic math^matique. 

Laissons de cdt^ ce qui a et^ fait et ce qui reste a faire dans ce 
domaine, ne parlous pas des institutions qui s'occupent actuellement 
de ce genre de travaux et contentons-nous de caracteriser en quelques 
mots le but a poursuivrQ. 

L'essentiel, & notre epoque de production enorme ot les travaux 
sont si dissemin^s, est un repertoire bibliographique fonctionnant 
rapidement et continuellement. 

Un pareil repertoire devra, entre autres, donner le moyen de con- 
naitre par les titres, tout ce qui a paru dans un domaine donne non 
seulement dans les demi^res ann^es, mais aussi dans les demiers mo is 
ou mSme les demi^res semaines. 

Le repertoire d'une science d^terminee ne pent etre etabli que par 
une institution intemationale. Mais il est avant tout necessaire, si 
Ton veut mener a bonne fin une telle entreprise, d'avoir une classi- 
fication g^n^rale de la dite science. Malheureusement, Mesdames et 
Messieurs, au point de vue de la science math^matique nous ne 
poss^dons pas encore de classification generale adoptee par chacun. 

Nous avons un grand nombre de classifications excellentes. Telle 
par exemple celle qui fat eiabor^e sous la pr^sidence de M. Poincare 
par le congres bibliographique de Paris 1889. Telle aussi celle qui 
fat adoptee par M. Lampe dans son edition des „Fort8chritte der 
Mathematik'^; nous avons aussi les classifications basees sur le syst^me 
decimal de Dewey et d'autres encore. 

Mais je le repute, ce n'est que par une classification 
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presentant un caractere de grande unit^ et admise universel- 
lement, que nous pourrons arriver a cr^er un repertoire qui 
satisfadse tous les savants et que les biblioth^ques du monde 
entier puissent utiliser. 

Mesdames et Messieurs! Nous avons \jk a resoudre sur le terrain 
international une tache importante et pleine d'ayenir. Gette tache sera 
facilitee par Fexistence de deux instituts puissants et consider^ qai 
s'en sont occupe d^ja: Tlnstitut international de bibliographie a 
Bruxelles et la Soci^t^ royale de Londres dont le premier a eu 
r^cemment sa seconde seance intemationale. Notre congres ne saurait 
Stre indiffi^rent a leurs travaux. Notre collaboration est encore possible 
et j'ajoute qu'elle ne pent qu'etre agr^able k ces deux instituts. Mais a 
supposer que yous pr^feriez travailler isol^ment et fonder un institut 
bibliograpbique international ind^pendant, ce qui ne pr^senterait pas 
de grandes ditficulteS; il n'y aurait aucune rivalite & craindre avec les 
instituts precedents. Je ne citerai d^autre preuve que Texistence floris- 
sante du « Concilium bibliographicum international* cre^, il y a deux 
anSy a Zurich^ sous la direction de M. Field et qui realise Fideal 
cherche dans le domaine de la zoologie. 

Je puis me dispenser de m'etendre plus longuement sur ce chapitre 
ou d'entrer dans des details , puisque M. Enestrom doit faire, dans la 
section dliistoire et de bibliographie ^ une conference sur les demieres 
entreprises de bibliographie math^matique. Nous aurons, comme je 
viens de I'apprendre, llionneur d'avoir h cette stance des representants 
de rinstitut international de bibliographie et de la Soci^te royale de 
Londres. II est done k pr^umer que cette section prendra TinitiatiYe 
de certaines propositions relatives a la bibliographie math^matique et 
qui vous seront soumises dans la seconde assembl^e gen^rale. 

Mesdames et Messieurs, j'ai termini mon rapport; il n'a pas la 
pretention d'etre complet dans aucune direction. J'ai simplement voulu 
demontrer I'existence de certains probl^mes importants dont la solution 
depend d'un accord international. Ces problemes deviendront de plus 
en plus nombreux h mesure que se resserreront les liens nouveaux qui 
nous unissent a partir d'aujourd'hui. Puisse Toeuvre dont nous jetons 
les premiers fondements a Zurich prosperer a cote des grandes creations 
intemationales deja existantes! Puisse-t-elle contribuer a r^unir en vue 
d'un travail commun, non seulement les savants des diverses nations, 
mais encore ces nations elles-memesi 



Nach einer kurzen Pause folgte der Vortn^ von Prof. Hurwitz: 
^^ntwickelong der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen 
in nenerer Zeit'^ Damit schlofs die erste Hauptyersammlung. 

Um 1 Ulir yersazmnelten sich die Mathematiker mit ihren Damen, 
die Ubrigens auch den Yerhandlungen der Hauptyersanunlung sehr 
zaMreich beigewohnt batten^ zmn Bankett im Pavilion der Tonhalle. 

Den Reigen der Toaste eroffiiete Prof. Franel mit einem Hoch 
auf die Schweiz. Herr Regierungsrat Ernst begrofste die Gaste im 
Namen der zftrcherischen Behorden. Mit besonderer Sympatbie] wurde 
eine Bede Brioscbi's aofgenommen, der zunacbst den Zfircbem seinen 
Dank ausspracb und sodann die Aufmerksamkeit der Anwesenden auf 
die ehrwtirdige Erscbeinung Hermite*8 lenkte, der leider dem Kon- 
gresse nicbt personlicb beiwobnen konnte. Mit Begeistemng stimmte 
die Yersammlung in das Hocb auf den grofsen Matbematiker ein und 
bescblofs sodann auf Antrag von Herm Mittag-Leffler^ das folgende 
Sympatbietelegranmi an Herm Hermite zu ricbten: 



Monsieur Hermite 
cbez Madame Legrand 

a Noisseville, Lorraine. 

Les membres du P' congres international des matbematiciens 
prient Tillustre doyen des nudtres de Tanalyse de notre epoque^ d'agreer 
rbommage de leur admiration et de leur profond respect. 

6eiser. 



Mittlerweile war es 4 Ubr geworden und Zeit zur Dampfscbiff- 
fabrt. Unter den Elangen der Musik^ die aucb bei der Tafel auf- 
gespielt batte^ wurde die Gesellscbafb auf dem Salondampfer Helvetia 
in etwas mebr als einstiindiger Fabrt nacb dem am entgegengesetzten 
Ende des ZUrcber Sees gelegenen Rapperswyl gefQbrt^ wo sie sicb 
in zwanglose Gruppen aufloste. Der Himmel^ der anfangs etwas 
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regnerisch gelaunt schien^ hatte sich wahrend der Fahrt Tollstandig 
aufgehellt and entschadigte am spaieren Abend sogar durch unge-vrohn- 
lich schone Beleuchtungseffekte. Nachdem sich die Gesellschaft etwa 
zwei Stnnden lang in dem malerisch gel^enen altert^mlichen St&dtchen 
aofgehalten and namentlich den aassichtsreichen Lindenhof mit dem 
das polnische Nationalmuseam bergenden Schlosse besacht hatte , be- 
gann die Riickfahrt, bei der aach das Wirtschaftskomite wieder Ge- 
legenheit fand^ in Aktion za treten and die erholungsbed&rftigen 
Mathematiker und Mathematikerinnen mit einfachen Erfrischongen und 
aas dem Ziircher Staatskeller stammendem Veltheimer and Regens- 
berger za restaarieren. 

Leider konnte der illaminierte Gondelkorso, der nach dem Pro- 
gramme das Dampfschiff bei seiner RUckkehr nach Ziirich hatte em- 
pfangen soUen, des starken Windes wegen nicht zar Aasfdhrang 
gelangen. Damit fiel aach die geplante Hohenbeleachtimg zam Telle 
weg. Immerhin hatten verschiedene Villenbesitzer es sich nicht nehmen 
lassen^ darch Illamination ihrer Villen den fremden Gasten ihre Sym- 
pathie za bezeagen. Aach andere hervom^ende Gebaade, wie das 
Polytechnikam, das Physikgebaade, die Eirche Neamtlnstery strahlten 
in bengalischem Lichte. 

Und als das Schiff am 9 Uhr langsam der Stadt sich naherte, da 
warden aach yon der Hohe des t^^tliberges leachtende GruTse den Fest- 
teilnehmem zagesandt. 



Dienstagy den 10. An^si 
Sektionssitzungen. 

I. Sektion: Arithmetik and Algebra. 

Die Sektion versammelte sich vonnittags 8 Ulir im Auditorium 6^ 
des eidgenossischen Polytechnikums. DerEinfuhrende, Prof. Minkowski, 
begrdfste die Anwesenden und lud zur Wahl des Bureaus ein. Es wur- 
den gewaUt: 

Als Prasident: Herr F. Mertens, 

„ Viceprasident: „ G. Peano, 
„ Sekretar: „ E. Amberg. 

Vortrage: 

1) H. Weber: „tJber die Genera in algebraischen Zablkorpem". 

2) G. Reuschle: ^^Eonstituententheorie, eine neue, prinzipielle und 

genetische Methode zur Invariantentheorie^. 

3) G. Stephanos: „Sur les systemes associatifs de nombres sym- 

boliques". 
Nacb einer einstiindigen Pause , welche den Besuch anderer 
Sektionen ermoglicben sollte, folgte gegen 12 Uhr der Vortrag: 

4) P. Gordan: ,^sultante temarer Formen". 

In der Nachmittagssitzung, welche um 4 Uhr begann und 
in welcher Prof. Peano den Vorsitz ftihrte, wurden die Vortrage 
gehalten: 

5) F. Enriques: „Sur les problemes qui se rapportent a la resolu- 

tion des Equations algebriques renfermant plusieurs in- 
connues". 

6) E. SchrSder: „tb6r Pasigiaphie, ihren gegenwartigen Stand und 

die pasigraphische Bewegung in Italien^ 
Der Vortrag war ursprtinglich in englischer Sprache vor- 
bereitet und angekfindigt, wurde aber bei der numerisch geringen 
Beteiligung von Mathematikem englischer Zunge auf mehrfachen 
Wunsch in deutscher Sprache gehalten. 

7) Q. Rados: „Zur Theorie der adjungierten quadratischen Formen". 
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8) H. Tarry: a) ^Generalisation du probl^me des reines^ 

b) ^^rocedes mecaniques pour resoudre les equations 
indeterminees". 

9) A. Vassilief: Formoles pour la determination approximative des 

nombres premiers^ de leur somme et de leur diffl^renoe 
d'aprfes le numero de ces nombres. Note adresaee aa 
Gongres par M. J. Pervouchine et traduite par M. A. 
Vassilief. 

Herr Vassilief schickte dieser Note des Herm Pervoucbine einige 
Mitteilungen tlber das Leben und die wissenscbaftlichen Arbeiten des 
Autors Yoraus. Sie befinden sich, wie die Note selbst^ im zweiten 
Teile der „Verhandlungen". 

Die genannten Vortrage sind alle (mit Ausnahme der nicbt erhalt- 
lich gewesenen Mitteilungen des Herm Tarry) in dem wissenscbaftlichen 
Teile der vorliegenden Verhandlungen, teils yollstandig^ teils im Aus- 
zuge^ abgedruckt. 

Drei weitere Vortrage, welche auTserdem angemeldet waren, namlich: 
Franz Meyer: ,,Die neuere Entwickelung der Algebra und Zahlen- 

theorie", 
L. Stickelberger: ,,t^er eine neue Eigenschaft der Diskrimi- 

nanten algebraischer Zahlkorper^', 

Gh. de la Vallee Poussin: ^^Sur la th^orie des nombres 
premiers", 

konnten aus Mangel an disponibler Zeit leider nicbt mehr gebalten 
werden. Die genannten Autoren batten aber die Preundlicbkeit, ibre 
Manuskripte der Redaktion zur Verfiigung zu stellen, sodafs dieselben 
ebenfalls in den wissenscbafblicben Teil der Verbandlungen aufgenommen 
werden konnten. Von der Abbandlung des Herm Franz Meyer findet 
sicb allerdings dort nur ein Teil, betitelt: yytJher kettenbmchahnliche 
Algoritbmen". 

Endlicb ist noch mitzuteilen, dafs in der Nacbmittagssitzung der 
Viceprasident, Herr Peano, der Sektion eine gedruckte Abbandlung des 
Herm A. Gapelli vorlegte, betitelt: „Saggio suUa introduzione dei 
numeri irrazionali col metodo deUe classe contigue", welche der Autor 
durch Vermittlung des Herm G. Stephanos dem Eongresse zu {[bar- 
reichen die Freundlichkeit hatte. Die genannte Abbandlung ist in- 
zwischen in dem yon Herm Gapelli geleiteten „Qiomale di Matematiche^' 
erschienen. 

Die Sitzung scblofs gegen 7 Uhr abends. 
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n. Sektion: Analysis und Funktionentheorie. 

Die Sektion trat vormittags 10 Ulir im Auditorium S^ des Poly- 
technikums zasammen. Der Einfuhrende, Prof. Hurwitz^ hiefs die 
Anwesenden willkomnien und lud zur Wahl des Bureaus ein^ welches 
bestellt wurde, wie folgt: 

Prasident: Herr E. Picard, 
Viceprasident: „ Pr. Brioschi, 
Sekretar: „ C. Jaccottet. 

Vortrage: 

1) Fr. Brioschi: ,^Sur une classe d'^quations du cinquieme degr^ 

resolubles a^ebriquement et la transformation du onzieme 
ordre des fonctions elliptiques". 
Auf Wunsch von Herm Brioschi hatte das Komite den Yortrag 
im Auszuge vorher drucken und unter die Zuhorer verteilen lassen. 

2) E. Pi card: „Sur les fonctions de plusieurs variables et en par- 

ticulier les fonctions alg^riques'^ 
Nach einer kurzen Pause verlas Herr Picard einen Brief von 
Herm Hadamard^ der, personlich zu erscheinen verhindert^ dem 
Kongresse eine Mitteilung hatte zukommen lassen^ betitelt: 

3) J. Hadamard: ,^Sur certaines applications possibles de la theorie 

des ensembles'^ 
An diese Mitteilung kniipfken sich zwei Bemerkungen: die 
eine, von Herm E. Borel herriihrend, wurde von diesem sofort 
in der Sitzung selbst vorgebracht; die andere, von Herm S. Pin- 
ch erle stammend, wurde nachtraglich schriftlich eingereicht. 

4) N. Bougaiev: ,,Les mathematiques et la conception du monde 

au point de vue de la philosophie scientifique'^ 

5) L. Autonne: ,,Sur les poles des fonctions uniformes d. plusieurs 

variables independantes'^ 

Aufser diesen Yortragen waren in dem Programme noch ein Yor- 
trag von Herm A. Markoff: „Sur certaines questions de maxima et 
minima" und ein Yortrag von Herm Z. de Galdeano: ,^'unification 
des concepts dans la science mathematique" angekiindigt. Beide Herren 
waren, Herr de Galdeano durch Gesundheitsrficksichten, verhindert, nach 
Z^ch zu kommen; der letztere hatte aber die Freundlichkeit, sein 
Manuskript einzusenden. Dasselbe gelangt daher ebenfalls mit den 
obengenannten ffinf Yortragen imd den Bemerkungen der Herren Pin- 
cherle und Borel im wissenschaffclichen Teile zum Abdruck. 

Die Sitzung schlofs 12yjj Uhr. 
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ni. Sektion: Oeometrie. 

Die Mitglieder der Sektion yersammelten sich yormittags 9 TJhr 
im Auditorium S^ des Polyteehnikums. Der EinfELhrende, Prof. Lacombe^ 
begriifste die Anwesenden und lud zur Wahl des Bureaus ein. Dasselbe 
wurde folgenderma&en zusammengesetzt: 

President: Herr TL, Reye, 

Viceprasident: „ C. Segre, 

Sekretar: y^ G. Eflnzler. 

Vortrage. 

1) Th. Reye: ;;Einige neue Eigenschaften des quadratischen Strahlen- 

komplexes". 

2) P. Gerbaldi: „Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piane". 

3) G. Burali-Forti: ^^es postulats pour la geom^trie d'Euclide et 

de Lobatschewsky^^ 
An der auf diesen Yortrag folgenden Diskussion beteiligten 
sich die Herren Schur und Schoenflies. 

4) J. Andrade: „Statique non euclidienne". 

Herr Tarry knilpfle an diesen Vortrag einige historische 
Notizen. Nach demselben — es war 11 Ubr geworden — wurde 
die Yormittagssitzung geschlossen. Die Sektion trat nacbmittags 
4 Ubr in dem gleichen Auditorium unter dem Vorsitze von Herm 
Segre wieder zusammen. 

5) G. Pano: ^tJber Gruppen, insbesondere kontinuierliche Gruppen 

von Cremona - Transformationen der Ebene und des 
Raumes". 

6) H. Brunn: „tJber verknotete Kurven". 

Alle diese Yortrage finden sich; teils in extenso, teils im Auszuge, 
im wissenschaftliehen Teile abgedruckt. 

Die Nachmittagssitzung schlofs gegen 6 Uhr. 



lY. Sektion: Mechanik und mathematische Physik. 

Die Sektion versammelte sich vormittags 11 Uhr, dem Programme 
entsprechend, im Auditorium 9"^ des Polyteehnikums, siedelte dann aber 
sofort nach dem geraumigeren Auditorium 6** fiber. Nachdem der Ein- 
fUhrende, Prof. Herzog, die Fachgenossen willkommen geheiisen hatte, 
wurde folgendes Bureau bestellt: 
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Priusident: Herr 6. Jung, 
Viceprasidenl: „ N. Joukowsky, 
Sekretar: „ R. Flatt. 

Vortrage: 

1) A. Stodola: ^^tTber die Beziehungen der Technik zor Mathe- 

matik'^ 
Nach dem Vortrage des Herm Stodola kehrte die Sektion 
in das Auditorium 9^ zurQck^ da das Auditorium 6"^ wieder yon 
der ersten Sektion in Anspruch genommen wurde. 

2) N. Joukowsky: ^^in neuer gyroskopischer Apparat^^. 

Herr Joukowsky entwickelte die Theorie seines Gyroskopes 
und wies den Apparat der Yersammlung vor. 
Infolge eines durch den Wechsel des Lokals hervorgerufenen Irr- 
tums konnte Herr de Saussure seinen Vortrag: „Sur lliomog^n&t^ 
des Equations de la m^canique^ leider nieht halten. 

Die beiden gehaltenen Vortrage sind in dem zweiten Teile der 
Verhandlungen abgedmckt. 

Die Sitzung schlofe 12% Uhr. 

V. Sektion: Geschichte und Bibliographic. 

Die Sektion versammelte sich nachmittags 3 Ubr im Auditorium 9^ 
des Polytechnikums. Der EinfQhrende^ Prof. Rudio^ hiefs die Fach- 
genossen zur gemeinsamen Arbeit wiUkommen und machte sodann 
einige Mitteilungen tlber Veranderungen der Tagesordnung. Darauf 
leitete er die Wabl des Bureaus ein, aus welcher hervorgingen: 
Als Prasident: Herr M. Cantor, 

„ Viceprasident: „ C. A. Laisant, 
„ Sekretar: „ P. H. Schoute. 

Vortrage: 

1) H. G. Zeuthen: ,^saac Barrow et la m^thode inverse des tan- 

gentes". 
Nach diesem Vortrag wurde eine kleine Pause gemacht, 
wahrend welcher die Sektion in das geraumigere Auditorium 25^ 
tlbersiedelte. 

2) G. Enestrom: y^tTber die neuesten mathematisch-bibliographisehen 

Untemehmungen^. 
An diesen Vortrag schloJs sich eine lebhafte Diskussion an. Herr 
Laisant trat, als Sekretar der Eommission des yon der Soci^ 

yarb. d. 1. intarnftt. Mftth.-Kongr. Zarieb 1897. 4 
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mathematique de France gegrtodete ^^pertoire bibliographique des 
sciences math^matiques^^^ fUr das dem ^^Bepertoire^' za Grande gelegte 
Klassifikations- nnd Eartensystem ein. Dieses System der Elassifika- 
tion sei auch bereits von anderen gelebrten Eorperschaften, so z. B. 
von der mathematischen Gesellschaft yon Amsterdam bei der Herans- 
gabe der ^Revue semestrielle des publications matb^matiques% adoptiert 
worden. Der Redner verbreitete sich sodann fiber ein Klassifikations- 
projekt des Herm Lemeray^ sowie fiber die Bedeutung, die Aufgaben 
und die Ziele des von ihm nnd Herm Lemoine gegrfindeten ^nter- 
m^diaire des Math^maticiens'^ Nachdem er eine yon der Direktion des 
„Intermediaire" verfafste Note verlesen hatte, formolierte er seine 6e- 
danken in die folgenden drei Antrage: 

1"" proposition. 

Une commission permanente^ intitule 

Commission preparatoire des rapports g^neraux, 

sera nomm^e par le Gongres. Elle se composera de cinq membres et 
elle aura poor mission de preparer^ pour le Gongrte de 1900, dans la 
mesure du possible^ Tex^cution du paragraphe b) de Tarticle I du 
reglement, en ce qui conceme les rapports sur les progres des diyerses 
branches de la science, mathematique dans les diff^rents pays. 

Gette Gommission pourra s'adjoindre a son gre de nouveaux 
membres. 

Elle se constituera elle-mSme^ d^signera son siege central, et se 
mettra en rapport ayec la Soci^t^ mathematique de France , chargee 
de la preparation du Gongres de 1900. 

jr 2^* proposition. 

Commission permcmente de bibliographie et terminologie 

sera nomm^e par le Gongr^. Elle se composera de cinq membres et 
elle aura pour mission de preparer pour le Gongres de 1900 un rapport 
general sur la bibliographic mathematique, et sur tout.es les tentatives 
qui pourraient Stre faites en vue de rendre la terminologie plus 
rationnelle, plus simple et plus uniforme. 

Gette Gommission pourra s'adjoindre a son gr^ de nouveaux 
membres. 

Elle se constituera elle-mSme, d^signera son siege central et se 
mettra en rapport, autant que de besoin, ayec la Soci^te mathematique 
de France. 
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S™"* proposition. 

Le Gongres emet le yoeu qn'une commission soit nommee en vue 
d'^tudier les moyens de donner a Tinstitution des congres intemationaux 
un caractere tout & fait permanent, d'avoir, par exemple, des archives, 
line bibliotheque, un bureau de correspondance, de preparer des Editions 
ou des r^impressions d'oeuyres importants, etc. 

Le temps faisant defaut pour se liyrer actuellement a un echange 
de Yues sur un tel objet, le Gongres laisse a la Societe mathematique 
de France le soin de designer les membres de cette commission inter- 
nationale et d'en fixer le nombre. 

1. Antrag. 

Der KongrelB emennt eine standige Eommission mit dem Titel: 
Kommission etir VorbereiUmg der aUgemeinen Berichte. 

Dieselbe besteht aus filnf Mitgliedem und bat die Aufgabe, auf 
den KongrelB vom Jahr 1900 bin die AusfQhrung des § b yon Artikel 1 
des Reglements, betreffend den Bericfat fiber die Fortschritte in den 
yerschiedenen Zweigen der Mathematik in den yerschiedenen Landem, 
nach Kriliten yorzubereiten. 

Diese Eommission kann sich nach Outdiinken durch Au&ahme 
neuer Mitglieder erweitem. 

Sie konstituiert sich selbst, bezeichnet ihren Gentralsitz und setzt 
sich in Yerbindung mit der Societe mathematique de France, welche 
die Yorbereitungen f&r den Eongrefs yom Jahr 1900 iibemommen hat. 

2. Antrag. 

Der Eongrefs emennt eine 

standige bibliogra/phische und termindlogische Kommission. 

Dieselbe besteht aus ftlnf Mitgliedem und hat die Aufgabe, auf 
den Eongrefs yom Jahr 1900 bin einen allgemeinen Bericht yorzu- 
bereiten fiber die mathematische Bibliographic und fiber alle Yersuche, 
welche angestrengt werden, um die Terminologie rationeller, einfacher 
und einheitlicher zu gestalten. 

Diese Eommission kann sich nach Gutdtinken durch Aufhahme 
neuer Mitglieder erweitem. 

Sie konstituiert sich selbst, bezeichnet ihren Gentralsitz, und setzt 
sich, soweit dies notig ist, in Yerbindung mit der Societe mathematique 
de France. 
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3. Antra^. 

Der EongrelB spricht den Wunsch aus, es mdchte eine Eommission 
enmnnt werden^ welche dariLber zu beraten hatte, wie der Institution 
der intemationalen Kongresse ein standiger Charakter gegeben werden 
kann, z. B. dorch Archive, Bibliotheken, korrespondierende Central- 
stelle, dnrch Herausgabe oder Dracklegong von bedentenden Werken etc. 

Da wegen Mangel an Zeit ein Austausch der Ansichten fiber die 
Ansf&linmg eines solchen Projekts jetzt nicht moglich ist, so fiberla&t 
es der EongreJs der Societe mathematique de France , die Mitglieder 
dieser intemationalen Kommission zu bezeichnen and ibre Zahl zu 
bestinunen. 

Die drei Antrage waren unterzeichnet von den Herren: A. Vas- 
silief, C. A. Laisant, 6. Cantor, G. Oltramare, M. Cantor, P. H. 
Schoute, S. Dickstein, S. GUnther, J. Cardinaal, J. H. Graf, 
D. Seliwanoff, J. S. Mackay. 

Die Zeit war inzwischen schon sehr vorgeschritten. Trotzdem 
besehlofs die Yersammlung nach Einwilligung des Herm GtLnther, 
der den nacbsten Yortrag zu halten gehabt Mtte, sofort in die Be- 
ratung der drei Antnlge einzutreten. In der nun folgenden Disknssion 
wies Herr Dyck auf die Liicken des franzosischen Systems bin und 
spracb den Wunsch aus, der Kongrefs mochte mit Vertrauen den Ar- 
beiten der von der Royal Society ins Leben gemfenen intemationalen 
Katalogkonferenz entgegensehen; Herr Brill wamte vor einer uber- 
eilten Parteinahme fiir ein bestimmtes System und Herr Graf lenkte 
die Aufmerksamkeit der Yersammlung auf die schweizensche Landes- 
bibliographie. Nach einigen vermittelnden Worten von Herm Rudio, 
der erklarte, es konne nicht Aufgabe des diesjahrigen Kongresses 
sein, sich far ein bestimmtes Elassifikationssystem zu entscheiden, 
wurde auf seinen Antrag beschlossen, nur den zweiten der drei 
Laisant'schen Antrage der Hauptversammlung zur Annahme zu em- 
pfehlen und es den Antragstellem zu Qberlassen, den ersten und 
dritten, die nicht eigentlich in den Bereich der Sektion 'fielen, von sich 
aus der Hauptversammlung vorzulegen. Femer wurde beschlossen, die 
drei Antrage des Herm Laisant durch den Druck in deutscher und 
franzosischer Sprache vervielfaltigen zu lassen und sie in der zweiten 
Hauptversammlung unter die Mitglieder des Kongresses zu verteilen. 

Herr Rudio verlas sodann die folgenden Satze, welche von den 
Leitem des Institut international de bibliographie in Briissel durch 
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Yermittelung des Herm Field, des Direktors des intemationalen Con- 
cilium bibliographicum in Ztbricfa, der Sektion zugegangen waren: 

1° Dans TcBuvre d'ensemble qu'a entreprise llnstitut international 
de bibliographie il faut que les math^matiques soient repr^sent^s. 
Tin pen plus tot, un pen plus tard, ce sera une n^cessite absolue. Mieux 
Yaut tot et avec Faide du Gongres international. 

2^ Les mathematiciens ont leur classification. EUe est tres com- 
pliquee, bas^e sur des idees tres modemes et encore pen connues. Gela 
a ^te un obstacle a la difiPusion de la bibliographic matb^matique. 
Or, il ne s'agit pas de remplacer ni de modifier cette classification, 
mais de la completer par Temploi d'une autre classification, la classi- 
fication decimale, qui a sa place dans un cadre encyclopedique des 
sciences. Les fiches a publier porteraient les deux notations ce qui 
serait avantageux pour tout le monde et genant pour personne. 

3^ n faudrait creer une Bibliograpbia mathematica de la littera- 
ture courante sur le modele de la Bibliograpbia zoologica. Pour cette 
bibliographie courante la forme des fiches publi^es par Gauthier Villars 
serait d^fectueuse en ce que plusieurs articles sont mentionn^s sur la 
meme fiche rendant impossible d'autres classements particuliers et par 
nom d'auteur. 

4^ La classification decimale telle qu'elle est dans Fedition anglaise 
a besoin de d^yeloppement. Les essais qui ont ^t^ faits permettent de 
conclure que toutes les divisions creees par le Gongres de Paris pourront 
y trouver place. La classification Dewey est autre et plus traditionnelle 
que la classification des mathematiciens. De bons esprits Font trouvee 
bien faite. 

En r^sum^, nous voudrions obtenir du Gongres qu'il sera cre^ une 
Bibliograpbia mathematica, qu'elle portera les symboles de la classi- 
fication des mathematiciens, mais qu'elle sera faite aussi en concordance 
ayec le Repertoire Bibliographique Uniyersel en ce qu'elle sera publiee 
sur fiches du format adopts et portera aussi les nombres de la 
classification decimale. 

Auf der urspriinglichen Traktandenliste befenden sich noch vier 
weitere Vortrage, namlich: 

A. Markoff: „Sur Tedition des travaux de Tschebyschef", 
S. Gtlnther: „Das Problem der Erdgestalt in seinen Beziehungen 
zu Mathematik und Physik^', 

F. Rudio: Thema noch unbestimmt, 

G. Loria: Thema noch unbestimmt. 
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Die Herren Markoff nnd Loria waren leider yerhindert^ zum Eon- 
gresse zu erscheinen; Herr Loria hatte aber sein Manuskript: ^^per^n 
sur le developpement historique de la th^rie des courbes planes'' der 
Sektion eingesandt. Die Zeit war indessen zu sehr Yorgeschritten, 
als dais dasselbe, wie ursprUnglich beabsichtigt war, noch Imtte yer- 
lesen werden kdnnen. Die Sektion beschlofs aber ausdrQcklich, es in 
extenso in die Verhandlungen aufzonelunen and so findet es sich denn 
mit den VortriLgen der Herren Zeuthen und Enestrom in dem wissen- 
scbaftliehen Teile abgedrackt. Mangel an disponibler Zeit yeranlalste 
leider auch Herm Giinther, auf seinen Vortrag zu verzichten. Herr 
Rudio endlich hatte die Absicht gehabt, den Yom 2. bis 4. August in 
BrUssel tagenden zweiten intemationalen bibliograpbischen Eongrefs zu 
besuchen und fiber denselben zu referieren. Die Vorbereitungen zu 
dem Ziircher Eongrefs, die ibn gegen Erwarten auch noch in den 
letzten Tagen ganz in Anspruch genommen hatten, machten ihm aber 
die Reise nach Brtissel unmoglich, sodafs das Beferat dahin fiel. In- 
zwischen ist ein ausfiihrlicher Bericht iiber den Yerlauf und die Er- 
gebnisse des Brtisseler Eongresses im ,,Bulletin de Tlnstitut international 
de bibliographic (1897, fasc. 4 — 6)" erschienen, und es geniigt daher, 
diejenigen, welche sich fur Bibliographic interessieren, auf diese Publi- 
kation zu yerweisen. 



Die Sitzung der fUnften Sektion schlofs Gy^ Uhr. Nach derselben 
demonstrierte noch Herr Field den naturwissenschaftlichen Zettel- 
katalog, welcher yon dem unter seiner Leitung stehenden Concilium 
bibliographicum in ZtLrich herausgegeben wird, und kntLpfte daran 
einige Bemerkungen fiber das Zettelsystem. Besonders betonte er die 
Bedeutung der sogenannten Dezimalklassifikation far aUe ahnlichen 
Arbeiten und empfahl wegen seiner grofsen Verbreitung das Dewey'sche 
System. Einige Anwesende wandten gegen das System ein, daCs die 
ihm zu grunde liegende Elassifikation den modemen wissenschaftlichen 
Erfordemissen nicht entspreche, sondem eine durchaus yeraltete Ein- 
teilung darstelle. Herr Field behauptete dagegen, dafs wenigstens fir 
die Wissenschaften, die vom Concilium bibliographicum bearbeitet wer- 
den, dieser anscheinende Mangel in Wirklichkeit ein grofser Yorzug 
sei, denn das yorhandene litterarische Material gliedere sich nicht nach 
den letzten wissenschaftlichen Begriffen, sondem gerade nach jetzt yer- 
alteten. Die Physiologic z. B. sei eine reine Wissenschafb, aUein die 
physiologische Litteratur gehore zur Medizin, wie auch die physiolo- 
gischen Lehramter immer noch zu den medizinischen Fakultaten gehoren. 
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Sine Trennnng ware dann auch vom bibliographischen Standpunkte 
au8 hochst unzweckmalsig. 



!Es ertlbrigt noch^ einige Worte uber das gesellschaftliche Leben 

Ton dem zweiten Eongrefstage zu sagen. Das Eomite haite absicht- 

lich von offiziellen festlichen Yeranstaltangen fQr den Dienstag ITmgang 

genommen^ um den Teilnehmem eine gewisse Freibeit der Bewegung 

zu ermoglichen. Ein grofser Teil der Gesellschaffc fand sich zum Mittag- 

essen in der Tonhalle ein^ andere folgten Priyateinladongen oder 

richteten sich sonst nach ihrem Belieben ein. Fiir den Nachmiiiiag 

waren die Damen bei Frau Schulratsprasident Bleuler eingeladen. 

Am Abend fanden sich die meisten in der Tonhalle und im Belvoir- 

pai-k zusammen; Feuerwerk and Illumination, ursprlinglich fUr den 

Montag projektiert, aber des Wetters wegen yerschoben, bezeichneten 

den Schlufs des zweiten Eongrelstages. 



Mittwoeb, den 11. August 
Zweite Hauptversammlung. 

Der Prasident, Prof. Oeiser^ erofifhete die Sitzung um 9 Uhr mit 
einigen geschaftlichen Mitteilungen. Yon Herrn Stadtrat 6rob, von 
Herm Wunderly-v. Muralt^ dem Prasidenten der kaofinannischen 
Gesellschaft^ yon Herm Prof. Eoenigs and von Herm Prof. Cremona 
waren Begriiljstiiigs-Sclireiben eingegangen; femer BegrCLfsongs-Tele- 
gramme von der schweizerischen natorforsclienden Gesellschaft (Pra- 
sident: Prof. Forel) und vom Circolo matematico di Palermo (von 
Prof Gucci a unterzeichnet), vermittelt durch Prof. Gerbaldi; endlich 
das folgende Telegramm 7on Herm Hermite: 

Professeor Geiser^ Zurich^ Ecole polytechnique. 

Je remercie avec emotion et dn fond du coeur les membres da 
Congres international des mathematiciens^ j'adresse a mes chers collegues 
tons mes yobux pour an entier succes de leur reunion dans Fintdret de 
notre science. 

Hermite. 



Der President erteilte darauf Prof. Peano das Wort zu seinem 
angekdndigten Vortn^e: ,;Logica matematica." 

Nach diesem Yortrage fand eine kurze Pause statt, welche der 
Yorstand zur Beratung der yon Herm Laisant in der Sektion f&r 
Geschichte und Bibliographic eingereichten Antriige benutzte. In dieser 
Yorstandssitzung, der auch die Herren Laisant und Yassilief, als Antrag- 
steller^ beiwohnten, wurde beschlossen, die drei Laisant'schen Antrage 
in einen einzigen zusammenzufassen und dem Kongresse die folgende 
Resolution, deren Redaktion Herr Picard ilbemommen hatte, vor- 
zulegen: 
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Le bureau du Gongres de Zurich est constitu^ en commission 
permanente^ en execution de la resolution lY, pour etudier les questions 
qu'il jugera les plus importantes, parmi celles qui sont mentionn^s 
au rapport du Comity pr^paratoire ou qui pourront lui §tre soumises. 
n pourra s'adjoindre de nouveaux membres. II foumira a la Society 
math^matique de France tons les renseignements utiles pour la prepara- 
tion du Congrte de 1900. 

Das Bureau des Ztircher Eongresses wird^ gemafs der vierten Reso- 
lution^ als permanente Eommission bezeicbnet; mit dem Auftrage^ die- 
jenigen in dem Referate des vorbereitenden Eomites enthaltenen oder 
Yon anderer Seite ibm vorgelegten Fragen zu studieren^ die es f&r 
besonders wicbtig erachtet. Es kann sich durch Aufoahme weiterer 
Mii^lieder verstarken. Es wird der Societe mathematique de France 
alle far die Vorbereitung des Eongresses von 1900 dienlichen Mit- 
teilungen zur Yerfugung stellen. 

Nacbdem die Sitzung in der Aula wieder erofihet war, legte der 
President dem Eongresse die fiinf in dem Referate von Prof. Rudio 
enthaltenen Resolutionen vor. Ihr Wortlaut ist bereits mitgeteilt wor- 
den. Jede Resolution wurde deutsch und franzosisch verlesen und 
darauf jede — die dritte nach einer kleinen, von Herm Georg Cantor 
vorgeschlagenen redaktionellen Anderung — mit Acclamation an- 
genommen. 

Nach Annahme der fQnfben Resolution, der zufolge der zweite 
Internationale Mathematiker-Eongrefs im Jahre 1900 in 
Paris stattfinden soUte, erbat sich Herr Felix Elein das Wort 
zu folgender Mitteilung: 

,,Als derzeitiger Yorsitzender der deutschen mathematischen Yer- 
einigung wtinsche ich eine doppelte Mitteilung zu machen: 

zunachst, daCs wir die Einladung zum zweiten intemationalen 
mathematischen Eongresse nach Paris fUr 1900 mit vielem 
Danke annehmen, 
sodann, daGs wir grofsen Wert darauf legen und es uns zur 
besonderen Ehre anrechnen werden, den dritten intematio- 
nalen mathematischen Eongrels in Deutschland begrUfsen 
zu dUrfen. 
Es ware verfniht, hierdber jetzt schon nahere Festsetzungen treffen 
zu woUen; es wiirde dieses auch dem Art. 2 der soeben von uns ge- 
fa&ten Beschliisse widersprechen, dem zufolge jeder einzelne EongrelSs 
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nber dm ihm folgenden selbstandig za beschliefsen hat. Die deutsche 
madieiiiatische Yereinigmig wird nicht yersamnen, seiner Zeit dem 
Panser Eongresse eine formelle Einladnng zu unterbreiten.^ 

Der in diesen Worten des Herm Klein enthaltene Antang fand 
allseitige Zustimmung. 

Der Prasident legte sodann der Yersammlung den oben mil^eteilten 
Anirag des Vorstandes vor, in welchen dieser die drei Laisant'schen 
AntriLge yereinigt hatte. Der Antrag wurde in deutscher und &anzd< 
sischer Fassung verlesen und sodann als sechste Resolution mit 
Acclamation angenommen. Herr Lais ant deponiert.e hierauf bei dem 
Bureau seine Antrage, in der Originalfassung^ mit folgenden Worten: 

;;0n Yous a distribue le teste imprim^ de trois propositions; elles 
ont ^te redigees par MM. Yassilief^ 6. Cantor , Oltramare et par moi. 

Nous avons, M. Vassilief et moi, eu llionneur, d'etre appeles tout 
a rheure par le bureau, et nous nous sommes empresses d'adherer cor- 
dialement a la resolution que yous Yenez de Yoter, et qui ^Yitait toute 
discussion. 

En consequence, nous nous bomons i, d^poser officiellement entre 
les mains du bureau, transform^ en commission permanente, le texte 
des propositions dont il s'agit. Ges propositions seront ainsi ^tudiees 
aYec toute la maturite et tons les soins n^cessaires.^^ 

Es folgte jetzt der Vortrag Yon Prof. F. Klein: „Zur Frage des 
hoheren matbematischen Unterrichtes.^^ 

Damit war die Traktandenliste erschopft. Das Wort erbat sich 
nun Prof. Brill, um an die Versammlung die folgende Ansprache zu 
richten: 

„Die Yerhandlungen des Kongresses naben ihrem Ende, und es ist 
wohl an der Zeit, dem Ziircher Ausschufs, der sich um das Zustande- 
kommen dieser so wohl gelungenen Yersammlung Yerdienste erworben 
hat^ ein Wort des Dankes zu sagen. 

Etwas anderes ist es, festesfrohe Liederkranze oder Schiitzen-Yer- 
bande zu einer Feier zu Yereinigen, etwas anderes, die schwerflilssige 
Masse einsiedlerischer Mathematiker zur Teilnahme an einem erst- 
maligen intemationalen Kongresse zu bewegen. Zwar durfte bei einem 
solchen Yersuche die Schweiz wegen ihrer centralen Lage, ihrer land- 
schaftlichen Reize am ehesten auf einen Erfolg rechnen. Und was 
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einen anderen Yorzug angeht^ so riilimt yon seiner Heimat schon 
Daniel Bernoulli in einem Briefe an Euler — wie R. Wolf's Biographien 
zur Kulturgeschichte der Schweiz berichten — : „Icli fiir meinen Teil 
bin so zu sagen ein anderer Mensch geworden ratione der Gesundheit, 
seitdem ich unserer guten Schweizer Luffc genie&e/' 

Aber zu den Yorzfigen des Landes mufste sich der gasiliche Sinn 
der BeTv^ohner, zu der ehrwtirdigen wissenschaftlichen Tradition muTsten 
sich einsichtige und thatkrafkige Vertreter der heutigen Wissenschafk 
gesellen, wenn ein erster Mathematiker-Eongrefs — eine Art von Sprung 
ins Dunkle — so gelingen sollte, wie wir dies erlebt haben. 

Mochte die pietatvolle Pflege^ welche die Schweizer Mathematiker 
dem Andenken ihrer grofsen Vorganger widmen, immer weitere Ejreise 
Ziehen und unserer Wissenschaft talentvolle Jiinger und begeisterte 
Verehrer zufQhren. Wenn hierzu unsere Versanmdung in dieser Stadt 
etwas beigetragen hat^ so ist das der beste Dank^ den wir unseren 
Ztircher Eollegen f&r ihre opferbereite Gastfreundschaft darbringen 
konnten." 



Nach Herm Brill sprach auch noch Herr Laisant dem Organi- 
sationskomite seinen herzliehsten Dank aus. Er versicherte, alle Teil- 
nehmer wiirden den Ziircher Eongrefs in dem besten Andenken behalten, 
und fiigte sodann hinzu: 

^yJ'ai le droit aujourd'hui non pas de me glorifier mais de me 
feliciter d'avoir ete, avec mon ami M. Emile Lemoine, Tun des ouvriers 
les plus modesteS; d^ la premiere heure, de cette oeuyre qui sera utile 
et f^conde, & la condition de conserver le caractere franchement inter- 
national qu'elle doit avoir et qu'elle a eu a Zurich 

Tons iciy quelle que soit la branche de la science mathematique 
que nous cultivons de preference, quelle que soit notre nationalite, 
nous avons cr^ entre nous des liens de sympathie d'autant plus sohdes 
qu'ils ont pour raison d'etre la recherche de la v^ritO; et que la science 
doit surtout en profiter. 

YeuiUez m'excuser de m'etre fait spontan^ment Tinterprete des 
mathematiciens fran^ais. Ce role appartenait de droit a un autre, ayant 
pour cela I'autorit^ n^cessaire, a mon ami M. Picard, membre de Tin- 
stitut. Mais M. Picard doit prendre uu pen plus tard, au banquet 
final, la parole au nom de tous ses compatriotes, et Ton ne sera pas 
priv^ du plaisir de Tentendre." 
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Numielir sehlois der Prasident^ Herr Prof. Geiser, d^i Eongrels 
Mit folgendm Worten: 



Hoehgeehiie Vemnmiloiig! 

Wir haben misere Traktandenliste erschopft ond weitere Gregen- 
Eiacde zar Behandlnng sind nicht angemeldet worden, es bleibt ndr 
also nnr noch iibrig, im Namen des Ton Dmen bestellten Eomites die 
beniage zweite EhaptYerRaimnlnng nnd damit den o£Giziellen Teil nnseres 
KoDgresBes za schlieCsen. Zwar werden einige Stonden froher Gresellig- 
keit UBS noch mannigfachen Anla-ra za frenndschafUichem Meinongs- 
aostaosch fiber den Erfolg nnserer Arbeit bieten. Erlauben Sie mir 
aber doch, jetzi schon dem Gedanken freudigen Ausdnick zu geben, 
der una alle im gegenwartigen Momenie erfullt: Die Moglichkeit^ die 
Matbematiker der verschiedensten Lander za interessanten nnd fruchi- 
bnngenden Verhandlnngen, sowie zu lebendigem personlichem Yerkehr 
za Tereinigen, ist dargetban and damit die Znknnft der intemationalen 
Maibematiker-Eongresse gesichert. Und wenn ich im Anftrage meiner 
Zureber Eollegen Bmen am Schlasse dieser schonen Tage ein herz- 
liches Lebewohl zarafe, so darf icb wohl aach annehmen, ganz im 
Sinne der so liebenswnrdigen Einladnng nnserer Facbgenossen aos 
FrBukreieb zn sprecben, wenn icb binzof&ge: 

Aaf Wiederseben in Paris! 



Yon ly, bis 2 Uhr fubrten mebrere anf einander folgende Extra- 
zuge die Mathematiker mit ibren Damen anf die Hobe des Uto^ wo 
27, Ubr das Scblnlsbankett im renovierten Hotel tJtliberg begann. 
Den ersten Toast bracbte Herr Picard ans, als g^enwartiger PA- 
sident der Societe matb^matique de France, welcbe gemais der funften 
Resolntion mit der Vorbereitung and Organisation des zweiten inter- 
nationalen Matbematiker-Eongresses betraut worden war. Herr Picard 
bielt folgende Rede: 
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Mesdames et Messieurs, 

Cest avec un grand regret que nous voyous arriver la fin de ces 
trois jours de fSte. Nous conserverons tons le meilleur souvenir de 
Vaiinable accueil que nous avons re^u a Zurich. On a deja adresse de 
chaleureuz remerciments auz organisateurs de ce Congrfes; e'est du fond 
du coeur que nous les renouvelons au moment de notre separation, en 
y associant tout particulierement le nom de notre Eminent president, 
le professeur Qeiser. 

L'assemblee g^nerale de ee matin a fait a la Soci^t^ math^matique 
de France llionneur de la choisir pour preparer le Gongres de 1900. 
Permettez a son president de Ten remercier yivement. Je ne puis, en 
cette qualite, faire un meilleur voeu, que de souhaiter a la Society 
mathematique de r^ussir aussi bien que les math^maticiens de Zurich 
dans une tache qui ne laisse pas que d'etre d^cate. 

Le succes de notre premiere reunion est un gage de Tavenir de 

I'institution qui yient d'etre fondle. II t^moigne de la cordiality qui 

s'^tablit vite entre des hommes d^int^ress^s n'ayant d'autre souci que 

la recherche de la v^rit^. Ge sera aussi un des r^sultats de ces 

congres que de voir plus d'^clectisme se r^pandre entre les diverses 

methodes scientifiques. Nous n'avons pas tons, fort heureusement, les 

memes tendances d'esprit. Les uns, par exemple, ^claireurs de la 

science, preferent les regions inexplorfes et posent des jalons pour 

Tayenir; d'autre aiment mieux les etudes que Ton pent pousser jusqu'a 

leur dernier terme. Les premiers font sauter les rochers la otl les 

autres traceront plus tard la grande route. Gelui-ci aimera a voir ]es 

choses sous une forme geom^trique, tandis que celui-la pref^rera les 

formules alg^riques. Nous avons aussi nos math^maticiens philo- 

sophes, et ce sihcle finissant voit, comme en d'autres ages, la math^ 

matique en grande coquetterie avec la philosophic. Gela est pour le 

mieux, a condition toutefois que cette philosophic soit trhs tol^rante 

et qu'elle n'^touffe pas Tesprit d'invention. 

Gardons nous d'etre exclusifs, et ayons pour tons les travailleurs 
consciencieux la m^me sympathie. Souvenons-nous aussi que dans les 
math^matiques, comme dans les toilettes des dames, la mode n'est pas 
sans exercer une certaine influence. 

Je bois, mesdames et messieurs, a la cordiality entre les mathe- 
maticiens de tons les pays et a I'union de plus en plus profonde et 
f§conde entre les diffi^rentes tendances de I'esprit mathematique. 
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Nach Herrn Picard sprachen noch Herr Moritz Cantor (auf die 
Damen\ Herr Stephanos (auf Zurich^ als das schweizerisdie Athen\ 
Herr Qordan (auf Brioschi), Herr Bougai'ey und Herr Tarry. 

Das Bankett endete urn 4 Uhr. Der weitaos groMe Teil der 
Qesellschafk aber blieb bis zum spateren Abend auf der aussichts> 
reichen Hohe vereinigt. Das Wetter war unvergleichlich; kein Wolkchen 
trttbte die strahlende Blaue des Himmels. Die Schneeberge batten sich 
zu Ehren der Mathematiker mit ihrem schonsten Hermelin geschmiLckt^ 
S&ntis, Glamisch und Todi, die Timer, Engelberger und Bemer Ober- 
lander Alpen, vom Finsteraarhom bis zur Diablerets, wetteiferten in 
dem Bestreben, den Glanz des Tages zu erhohen. In vollen, kraftigen 
Akkorden sollte das Finale der dreitagigen Mathematiker-Syxnphonie 
ausklingen. 



Yerzeichnis der Scliriften, 

welche Ton ihren Verfassem, Herausgebern oder Verlegem in einer 
grofseren Anzahl yon Exemplaren dem Kongreis iiberreicht und zur 
freien Verfagung der Teilnehmer gestellt worden waren. 

1) J. H. Graf in Bern: Yerzeichnis der gedruckten maihematisehen, 

astronomischen and physikalischen Doktor-Dissertationen der 
schweizerischen Hochschulen bis zum Jahre 1896. 
(SeparatrAbdruck aus den ^^tteilungen der naturforschen- 
den Gesellschaft in Bern, 1897/') 

2) W. L. Hertslet: Spiegelungen zwischen Arithmetik and Geometrie. 

(Druck und Verlag von Drowitzsch u. Sohn in Berlin.) 

3) Ulrico Hoepli in Mailand: Die folgende Kollektion seiner 

Manuali: 

a) F. Ascbieri; Geometria analitica del piano , 

b) yy yy „ deUo spaziOy 

c) „ „ descrittiva, 

d) „ yy projettiva del piano , 

e) yy yy yy deUo spazio. 

f) C. Bnrali-Forti, Logica matematica. 

g) E. Pascal, Galcolo infinitesimale. 3 Teile. 

' b) yy Esercizi di calcolo infinitesimale. 

i) yy DeterminantL 

k) yy Funzioni ellitticbe. 

4) G. A. Laisant and E. Lemoine in Paris: Note betreffend die 

intemationalen Matbematiker-Eongresse und den Inter* 
m^diaire des Mathematiciens. 

5) G. Peano in Turin: Logique matbematique. 

(Formulaire de matb^matiques, T. II, § 1. Turin 1897.) 

6) Hermann Scbeffler in Braunscbweig: 

a) Die Grundfesten der Welt. Braunscbweig 1896. 

b) Das Wesen der Matbematik und der Aufbau der Welt- 
erkenntnis auf matbematiscber Grundlage. 2 Bde. Braun- 
scbweig 1896. 

c) Vermiscbte matbematiscbe Scbriften. Braunschweig 1897. 
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7 i P. H. Schoute in Groningen: Revue semestrielle des publications 
mathematiques redig^ sous les auspices de la Societe maihe- 
matique d' Amsterdam. Tables des matieres contenues dans 
les cinq volumes 1893 — 1897 suivies d'une table generale 
par noms d'auteurs. (Specimen.) 

S) E. Schultz in Duisburg: Yierstellige mathematiscbe Tabellen. 
Essen 1897. (Probes eiten.) 

9) H. Yalentiner in Eopenhagen: Remarques sur les m^moir^ 

contenus dans le premier fascicule des ^^(Euvres scientifiques^ 

de L. Lorenz publi^es aux frais de la fondation Garlsberg. 

(Extrait du Bulletin de I'Acad^mie Rojale des Sciences et des 

Lettres de Danemark^ Gopenhague; pour Fannee 1896.) 

10) A. Yassilief in Easan: Verschiedene YeroffentUchungeii der 

physikalisch-mathematischen Societat in Kasan (Separat- 
abdrCLcke)^ darunter Denkschriften auf Lobatscbewsky, Ab- 
handlungen von Hermite u. a. 

11) Diverse Prospekte, Eataloge etc. etc. 

Das Organisationskomite benutzt geme die Gelegenheit, auch an 
dieser Stelle alien jenen Gebem seinen verbindlichsten Dank auszu- 
sprechen. 

Die erwahnten Schriften — zu denen auch noch die durch das 
Eomite berausgegebenen (siehe Seite 22 und 47) binzuzuzahlen sind — 
konnten in dem Auditorium 10*^ welches ftir die ganze Dauer des Eon- 
gresses als Post- und Eorrespondenzzimmer eingerichtet war, bezogen 
werden. In diesem Zimmer standen den Kongrefsteilnehmem iiber- 
dies jeder Zeit die erforderlichen Korrespondenzmaterialien, wie Brief- 
papier, Converts, Briefinarken, Postkarten etc. zur freien Yerfttgung. 
Zur Besorgung von Briefen und Telegrammen war ein besonderer 
Postdienst eingerichtet. Das Eorrespondenzzimmer wurde wahrend der 
ganzen Dauer des Eongresses sehr fleifsig benutzt. 
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Ackermann-Teubner, Alfred^ Verlagsbnchhandler, Leipzig, Post- 
straGse 3. DeuisdUand. 

Frau Marie Ackermann. 

Aeschlimann, Ulrichy Professor am Oymnasiaiiiy Winterthur, Neu- 
wiesenstralse 7. Sdiweig. 

Affolter, Ferdinand Gabriel, Oberst, Professor am Polytechnikom, 
Ziirich Y, Zeltw^ 53. Schweie. 

Amberg, Ernst, Assistent am Polytechnikmn, Zurich. (Seitdem Pro- 
fessor an der Eantonsschole, Franenfeld, Spannerstralse.) Schweiz. 

Andrade, Jules, Professor an der Faculty des sciences, Rennes, 
Boulevard S^bastopol 16. Frankreich, 

Astor, Auguste, Professor an der Faculty des sciences, Grenoble, 
Place Victor-Hugo 11. Frankreich. 

Autonne, L^on, Ing^nieur des ponts et cbauss^, Maitre de Con- 
ferences an der Uniyersitat, Lyon, Rue Mont-Bernard 9. Frank- 
reich. 

Avillez, Jorge F. d', Yicomte de Beguengo, Portalegre. Portugal. 



B^card, Andr^, Ing^nieur des arts et manufactures, R^p^titeur an 

der Ecole Gentrale, Paris, Rue de Miromesnil 2. Fra/nhreich. 
Beke, Emanuel, Professor am kgl. tTbungsgymnasium der Professoren- 

bildungs-Anstalt, Priyatdocent an der Uniyersitat, Budapest, 

Damjanichgasse 50. Ungam. 
Bendizson, lyar Otto, Docent an der Hochschule, Stockholm, 

HoUandaregatan 21 A. Schweden. 

y»rh. d. 1. InteniAt. M»th.-Kongr. Zurich 1887. 5 
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Bertscliy Ferdinand, Direktor des Institute Concordia, Z&ich Y, 

HofackerstraTse 11. Schweiz, 
Prau Bertsch. 
Besso, Michel Angelo, Ingenieur, Winterthor, Scliaffliauserstra&e 5. 

Sdiweie. 
Bey el, Christian, Privatdocent am Polytechnikmn, ZOricli I, Leon- 

hardstraTse 1. Schwm. 
Bleuler, Hermann, Oberst-Armeekorpskommandant, Prasident des 

schweizerischen Schulrates, ZUrich V, ZoUiker Stralse 32. Schtoeiz. 
Prau Bleuler. 
Bleuler, Konrad, Regierungsrat, Zflrich V, Zolliker Stralse 177. Schtceiz. 
Bordiga, Giovanni, Privatdocent an der Univeraitat Padua und Pro- 
fessor am Istituto Tecnico in Yenedig, S. Lio. Italien, 
Frau Bordiga. 
Borel, l^mile, Maitre de Conferences an der l^cole Normale Supe- 

rieure, Paris, Rue Toullier 7. Frankreich. 
Bougaiev, Nikolaus, Professor an der Universitat, Moskau, Arbat, 

Deneschnij Pereylok Haus Rachmanoff. Rufsland. 
Bout on, C. L., stud. math. (Leipzig), St. Louis. U. S. A. 
Bretschneider, Wilhelm, Professor an der Realanstalt und Docent 

an der Technischen Hochschule, Stuttgart, Reinsburgstralse 57. 

DeutsMmd, 
Brill, Alexander v.. Professor an der Universitat, Tiibingen, Hechinger 

Stralse 14. DeutschUmd. 
Brioschi, Francesco, Professor, Direktor des Istituto Tecnico Supe- 

riore, Mailand, Via Senato 38. Italien. Gestorben am 13. De- 

zember 1897. 
Brunn, Hermann, Privatdocent an der Universitat und Bibliothekar an 

der Technischen Hochschule, Mfinchen, Giselastralse 27. Deutsch- 

land. 
BUtzberger, Fritz, Professor an der Eantonsschule, ZfLrich lY, Neue 

Beckenhofistralse 19. Schweus. 
Burali-Forti, Cesare, Professor an der Militar-Akademie, Turin, Via 

Gioberti 43. Italien. 
Burgatti, Federico, Ingenieur, Cento, Provinz Ferrara. ItaUen, 
Burgatti, Pietro, Assistent an der Universitat, Rom, Yia Principe 

Amedeo, 175. Italien, 
Burkhardt, Heinrich, Professor an der Universitat, Ztlrich Y, Kreuz- 

platz 1. Schweui. 
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Cahen, Eugene, Professor am LycfeCondorcet, Paris, Rue desVignesSO. 

Frankreich, 
Cailler, Charles, Professor an der Universitat, Genf, Rue de TEcole 

de Ghimie 4. Schwm. 
Cantor, Georg, Professor an der Uniyersitat, Halle a. S., Handel- 

strafse 13. Deutschland. 

Fraulein E. und G. Cantor. 
Cantor, Moritz, Professor an der Uniyersitat, Heidelberg, Gaisberg- 

straGse 15. DeutsMand. 
Cardinaal, Jakob, Professor an der Technischen^ Hocbscbule, Delft, 

Oranjeplanti^e 35. HoUand. 
Castellano, Filiberto, Professor an der Militar-Akademie, Turin, 

Corso Vittorio Emanuele 16. Itcdien, 
Czuber, Emanuel, Professor an der Technischen Hochschule, Wien HI, 

Neulinggasse 3. Oesterreich. 



Dantscher, Victor y.. Professor an der Universitat, Graz, Rechbauer- 
straTse 29. Oesterreich, 
Frau y. Dantscber. 

Delaunay, Nikolaus, Professor am Agronomischen Institut, Nowo- 
Alexandria, Gouyemement Lublin. Bufsland. 

Diekstein, Samuel, Professor, Warschau, Marzatkowska^ 117. Bufs- 
land, 

Droz, Auguste, Professor am Gymnasium, Lausanne, Clos du Matin 3. 
Schweiz. 

Dumas, Gustave, Assistent am Polytechnikum, ZiLrich I, Bahnhof- 
strafse 2. Schtceiz. 

Dyck, Walter, Professor an der Technischen Hochschule, Miinchen, 
HildegardstraTse 1%. Deutschland. 



Emch, Arnold, Lehrer am Technikum, Biel, Gesellschaftsstralse 5. 

Schweiz. 
Enestrom, Gustaf Hjalmar, Bibliothekar an der konigl. Bibliothek, 

Stockholm, Brahegatan 43. Schweden. 
Enriques, Federigo, Professor an der Uniyersitat, Bologna, Vicolo 

S. GiuUano 6. Italien. 
Ernst, Heinrich, Regierungsrat, ZUrich, Winterthur. Schweiz, 

6* 
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FanO; Oino^ Professor^ Assistent and Privatdocent an der UniTersitat^ 

Rom^ Via Nazionale 215. ItcUien. 
Pehr, Henri, Privatdocent an der Uniyersitat, Geni, Rue GeYiay 19. 

Schwei0, 
Ferber, Ferdinand, Gapitaine, Professor an der IBcole d*applicaidon de 

Tartillerie et du g^nie, Fontainebleau, Rue d'Avon 17. Frankreich. 
Fiedler, Ernst, Professor an der Eantonsschule und Priyatdocent am 

Polytechnikum, ZfLricIi V, Englisches Viertel 57. Sdnceig. 
Finger, Joseph, Professor an der Teclinischen Hochsohule, Wien IV, 

Alleegasse 35. Oesterreich. 
Flatt, Robert, Lehrer an der Realschule und Priratdocent an der 

Uniyersitat, Basel, MargarethenstraTse 77. Schtoeig. 
Franel, J^rdme, Professor am Polytechnikum, Z^ch V, Sophien 

stra&e 16. Schweis. 
Fredholm, lyar, Dr.phil., Stockholm, Stora Badstugatan 44 Schweden. 
Friesendorff, Theophil, Oberlehrer an den reformierten und Eirchen- 

schulen, Assistent am Institut fdr Strafsen- und Wasserbau- 

ingenieure, St. Petersburg, Orolse Podjatscheskaja 23. Bufsland, 



Oanter, Heinrich, Professor an der Eantonsschule, Aarau, Jenseits 

der Aare 294. Schweiz. 
Gascd, Luis Gonzaga, Professor an der Uniyersitat, Valencia^ Heman 

Cortes 25. Spcmm. 
Fran Gascd. 
Gauthier-Yillars, Albert, Imprimeur-Libraire, Paris, Quai des 

Grands-Augustins 55. Fra/nhreich, 
Frau Gauthier-Yillars. 
Geiser, Carl Friedrich, Professor am Polytechnikum, Zurich, Eds- 

nacht. Schweiz. 

Frau Emma Geiser. Fraulein GL und H. Geiser. 
Gerbaldi, Francesco, Professor an der Uniyersitat, Palermo, Via 

Gaetano Daita 11. ItdUen, 
Gerlach, Rudolf, Lehrer am Seminar, Eiisnacht bei ZtLrich. Sckum. 
Girardyille, Paul Nicolas, Gapitaine d'Artillerie, Montreuil sous 

bois bei Paris, Rue Michelet 6. Frankreick. 
Gordan, Paul, Professor an der Uniyersitat, Erlangen, SpitabtraCse 35. 

Deutsddand. 
Graf, Johann Heinrich, Professor an der Uniyersitat, Bern, Wyler- 

strafse 10. Sdiweiz. 
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Grave, Demetrius Alexander^ Professor am Institut fUr StraXsen- 

und Wasserbauingenieore and Priyatdocent an der Universitat^ 

St. Petersburg, B. 0., 14 Linie, 31. Bufsland. 
Grob, J. Easpar, Stadtrat, Zfirich I, Untere Zaune 17. Schweiz. 
Grobli, Walter, Professor an der Kantonsschule, Ziirich V, Platten- 

strafse 64. Schweiz. 
Gubler, Eduard, Lehrer an der Tochterschule und Privatdoeent an 

der Universitat, Zurich IV, Universitatsstrafse 18. Schweiz. 
Gtinther, Siegmund, Professor an der Technischen Hocbschule, 

MUnchen, Akademiestrafse 5. DeutschUmd, 
Guinand, Ernest, Lehrer am Technikum, Biel, FlorastraTse 9. Schtoeiz, 
Gutzmer, August, Privatdoeent an der Universitat, Halle a. S., 

Gartenstrabe 5. DeutschUmd. 
Prau Gutzmer. 
Gysel, Julius, Professor am Gymnasium, Schaffhausen, Tanner- 

gafschen 13. Schweiz. 



Harkness, James, Professor am Gollege,BrynMawr,Penns7lvania. U.8.A. 
Hartogs, Fritz, stud, math., Vertreter des mathematischen Yereins der 

Universitat Berlin, MUnchen, Theresienstrafse 34. Deutschland. 
Hasler, Elias, Stadtrat, Zurich U, Seestrafse 137. Schweiz, 
Hausdorff, Felix, Privatdoeent an der Universitat, Leipzig, Nord- 

strafse 58. Deutschlcmd, 
Hermes, Oswald, Professor an der Artillerie- und Ligenieurschule, 

Berlin, Steglitz, Lindenstrafse 35. DeutschUmd, 
Herzog, Albin, Professor, Direktor des eidgenossischen Polytechnic 

kums, Zurich Y, Neptunstrafse 29. Schweiz. 
Hirsch, Arthur, Professor, Assistent und Privatdoeent am Polytech- 

nikum, Ziirich Y, Freie Strafse 5. Schweiz, 
Hobson, E. W., Lecturer am Christ's College, Cambridge. EngUind, 
Hoepli, Ulrico, Editore-Libraio, Mailand, Galleria de Christoforis 

59—63. lUdien, 
Huber, Gottlieb, Professor an der Universitat, Bern, Alpeneckstralse 9. 

Schweiz. 
Hurwitz, Adolf, Professor am Polytechnikum, Zurich I, Falkengasse 15. 

Schweiz. 

Frau Ida Hurwitz. 
Hurwitz, Julius, Privatdoeent an der Universitat, Basel, AUschwiler- 

strafse 3. Schweiz. 
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Jaccottety Charles^ Professor an der !l^cole industrielle cantonale, 

Lausanne, Lutry. Schweiz. 
Jacquet, Pierre ]6donard Charles, Professor am Lycee Marceau, 

Ghartres, Rue des Yieuz Gapucins 21 bis. Frankreieh. 
Frau Jacquet. 
Janisch, Eduard, wirklicher Lehrer an der Staatsgewerbeschule, 

Bielitz, Giselastrafse 23. Oesterreich, 
Jegher, August, Ingenieur, PriLsident der Gesellschafb ehemaliger 

Studierender der eidgenossischen polytechnischen Sehule (G. e.P.), 

Zurich IV, Sonneggstra&e 16. Schweiz, 

Frau Jessel, Golfe Juan, Alpes maritimes. Franhreich, 
Imber, Alexandre, Directeur des etudes an der l^cole Centrale, Paris, 

Rue Montgolfier 1. FranJcreich. 
ImHof, Eugen^ Professor am Gymnasium, Schaffhausen, SteigstraGse 78. 

Schweiz. 
Joukowsky, Nikolaus, Professor an der Uniyersitat, Moskau. Bufs- 

land, 
Juel, Christian Sophus, Docent an der Polytechnischen Sehule, 

Kopenhagen, Romersgade 9. Ddnemark. 
Jiirgens, Enno, Professor an der Technischen Hochschule, Aachen, 

Ludwigsallee 79. DeutscJiland. 
Frau Jiirgens. 
Jung, Giuseppe, Professor am Istituto Tecnico Superiore, Mailand, 

Via Borgonuovo 9. ItcUien. 

Frau Jung. Fraulein Jung. 



Earamata, Eonstantin, Professor am Realgymnasium, Mitrovitz, 

Fruska-Gora Strafse 29, Slavonien. Oesterreich-Ungam. 
Eiefer, Adolf, Professor, Lehrer am Institut Concordia, Zurich V, 

HegibachstraTse 1. Schweiz. 
Elein, Felix, Professor an der Universitat, Gottingen, Wilhelm Weber- 

Straise 3. DetUschland. 
Eleiner, Alfred, Professor an der Universitat, Vertreter der Natur- 

forschenden Gesellschaft, Zurich IV, Sumatrastrafse 24. Schweiz. 
Eobald, Engelbert, Professor an der Bergakademie, Leoben, Ersherzog 

Johann-Strafse 148. Oesterreich. 
Eobb, Gustaf, Docent an der Hochschule, Stockholm, Humlegards- 

gatan 4. Schweden. 
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Koch, Helge t.^ Docent an der Hochscliuley Stockholm^ Djursholm. 

Schweden. 
Kohn, Gustav^ Professor an der Universitat, Wien I, Schottenring 15. 

Oesterreidi, 
Korteweg; Diederich Johannes, Professor an der Universitat, 

Amsterdam^ Vondelstraat 104 F. Holland. 
Kraft, Ferdinand, Priyatdocent am Polytechnikum und an der Uni- 
versitat, ZtLrich IV, Bolleystrafee 5. Schweiz. 
Krause, Martin, Professor an der Technischen Hochschule, Dresden- A., 

Kaitzerstralse 12. BeutscKUmd. 
Krazer, Adolf, Professor an der Universitat, Strafsburg, Vogesen- 

stra&e 10. DeixIschjUmd. 
Frau Erazer. 
Kiinzler, Gustav, Assistent am Polytechniknm, Zurich V, tJtliblick. 

Schweiz. 
Kfirschak, Josef, Professor am Polytechniknm, Budapest II, Erz- 

herzog Albrecht-Strafse 14. Ungam, 
Frau Karschak. 



Lacombe, Marius, Professor am Polytechniknm, Zflrich V, Kreuz- 

platz 1. Schweiz. 
Laisant, Charles Ange, B^p^titeur an der ]^cole Polytechnique, 

Paris, Avenue Victor-Hugo 162. FranJcreich, 
Lampe, Emil, Professor an der Technischen Hochschule Charlotten- 

burg, Berlin W., Kurfarstenstrafse 139. Deutschland, 
Frau Lampe. 
Landsberg, Georg, Professor an der Universitat, Heidelbei^, Sand- 

gasse 5. DeutschUmd. 
Larmor, Joseph, Lecturer am St. John's College, Cambridge. England, 
Laugel, L^once, Golfe Juan, Chalet des Bruyeres, Alpes maritimes. 

Frankrekih. 

Frau Laugel. 
La Vallee Poussin, Charles Jean de. Professor an der Universitat, 

Lowen, Rue de Namur 190. Bdgien. 
Lerch, Mathias, Professor an der Universitat, Freiburg, Misencorde, 

Villa Bardy. Schweiz, 
Levi-Civita, Tullio, Professor an der Universitat, Padua, Via S. 

Gaetano 3394. Italim, 



72 I- Teil: Yorgeschichte und Verlauf des Kongresses. 

Lindelof; Ernst, Docent an der UniyerBitat, Helsingfors, Bonlevards- 

gatan 12. Finland. 
Lindelofy Lorenz Leonhard; Wirklicher Staaisrat, Direkior der 

Centralyerwaltung der Schulen Finlands, Helsingfors, Boole- 

yardsgatan 12. Finland, 
Frilnlein Lindelof. 
Lombardi; Luigi> Assistent und Priyatdooent am Polytechmkuin, 

Ziirich Y, Freie Strabe 53. Schweie. (Seitdem Professor am 

Museo industriale, Turin. Italien,) 
Looser, Friedrich, Ingenieur, Ziirich I, Borsenstrafse 16. Sckweijf. 



Maekay, John S., Edinbui^h, Northumberland Street 69. Schot&and. 
Mansion, Paul, Professor an der Uniyersitat, Gent, Quai des Domi- 

nicains 6. Bdgien. 
Massarini, Gamillo, Adyokat, Rom, Via Nazionale 158. Italien. 
Massarini, Fraulein Iginia, Dr. phil., Rom, Via Nazionale 158. 

Itaiien. 

Frau Teresa Massarini. 
Maurer, Ludwig, Professor an der Uniyersitat, Tiibingen, IJhland- 

straTse 22. DeutsMand. 
Mayer, Adolph, Professor an der Uniyersitat, Leipzig, Konigstra&e 1. 

Deutschland. 
Mehmke, Rudolf, Professor an der Technischen Hochschule, Stutt- 
gart, Immenhoferstrafse 4. Deutsddand. 
Mellin, Hjalmar, Professor an der Uniyersitat, Helsii^ors, Wladi- 

mirsgatan 23. Finland. 
Mertens, Franz, Professor an der Uniyersitat, Wien III, Stamm- 

gasse 9. Oesterreich. 
Meyer, W. Franz, Professor an der Uniyersitat, ESnigsbei^ i. Pr., 

Mitteltragheim 39. Deutscfdand. 
Mineur, Adolphe, Professor an der Uniyersitat, Brtlssel, Rue de la 

Victoire 97. Belgim. 
Minkowski, Hermann, Professor am Polyteehnikum, Ziirich V, Mittel- 

stra&e 12. Sckweiz. 
Mittag-Leffler, Magnus Gustaf, Professor an der Hochschule, 

Stockholm, Djursholm. Schweden. 
Moser, Christian, Mathematiker des Industrie -Departements und 

Priyatdocent an der Uniyersitat, Bern, Oberweg 8. Sdiweig. 



d 
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Naetsch^ Emil, Privatdocent an der TechnisclienHochschule^ Dresden- A.^ 

Gluckstrafse 6. Deutschiand. 
Niewenglowskiy Benjamin^ Inspecteur d'Acad^mie, Paris^ Rue de 

FArbalete 35. Franhreich. 
Noether, Maz^ Professor an der Universitat, Erlangen^ Ntlmberger 

Siaalse 32. DeutsdOand, 



Ohlhausen, 0. R.^ stud, math.^ St. Louis. U. S. A. 

Oltramare^ Gabriel, Professor an der Universitat, Genf, Rue des 

Orottes 21. SchweiM. 
Onof rio, Georges, Professor an der CTniversite catholique, Lyon, Avenue 

de NoaiUes 60. Franhreich. 
Osgood, William Fogg, Professor an der Universitat, Cambridge, 

Mass. U. S. A. 



Pad^, Henri, Maitre de Conferences an der Universitat, Lille, Place 

Richebe 11. Franhreich. 
Frau Pade. 
Papperitz, Erwin, Professor an der Bergakademie, Freiberg i. S., 

Weifsbacbstralse 5. Deutschland. 
Peano, Giuseppe, Professor an der Universitat und der Militar- 

Akademie, Turin, Via Barbaroux 4. Italien. 
Pelletan, Andr^, Professor an der ^cole des Mines, Paris, Quai 

Debilly 10. FranhreiOi. 
Perrin, ISlie, Professor, Paris, Rue Lamand^ 7. FratiJcreich. 
Pfenninger, Arnold, Direktor des Seminars, Ef&snacht bei Ziirich. 

Schweig. 
Picard, ]^mile. Professor an der Universitat, Paris, Rue Soufflot 13. 

Franhreich. 
Pierpont, James, Professor an der Yale University, New Haven, 

Howard Avenue 357. Conn. U. S. A. 
Pincherle, Salvatore, Professor an der Universitat, Bologna, Via 

Galliera 62. Italien. 
Polignac, Prince Camille de, Cannes, Villa Jessie. Franhreich. 
Pringsheim, Alfred, Professor an der Universitat, Miinchen, Arcis- 

Strabe 12. BeuisMand. 

Frau Hedwig Pringsheim. 



74 I> Tell: Yorgeschiehte und Verlauf des Kongresses. 

Ptaszycki, Johann v.^ Privatdocent an der XJniyersitat^ St. Peters- 
burg; Nadeschdinskaja 11, log 20. RufsUmd. 



Quiquet; Albert, Actoaire de la G^^ d'Assurances sur la Vie La 
Nationale, Paris, Bouleyard St. Germain 92. Frankreich. 



Rados, Gustav, Professor am Polytedmikum, Budapest VII, Csengery- 

Gasse 1. Ungam. 
Rebstein, Jakob, Professor an der Kantonsschole und am Polytechni- 

kum, Zdricb Y, Hegibacbstrafse 52. Schwdz. 
Reich, Karl, Privatdocent an der Technischen Hochschule, Wien IX, 

Michelbeurengasse 2. Oesterreich. 
Reuscble, Carl, Professor an der Technischen Hochschule, Stuttgart, 

Lerchenstrafse 5. DeutscJUand. 
Frau Reuscble. 
Reye, Theodor, Professor an der Universitat, Strafeburg, Brant- 

platz 3. DeutschUmd, 
Ricci, Gregorio, Professor an der Universitat^ Padua^ Piazza Vittorio 

Emanuele 11 2639. Italien. 
Rudio, Ferdinand, Professor am Polytechnikum, Zurich V, Feldegg- 

straise 64. Schweiz, 
Frau Maria Rudio. 
Fi^ulein Elisabeth Rudio, Wiesbaden. DeutscMand. 



Saussure, Rene de, Professor an der katholischen Universitat, 

Washington, D. C. U. 8. A 
Schiff, Peter v.. Professor an der Artillerie-Akademie, St. Petersburg, 

Fontanka 112, log 2. Bufsland. 
Schiff, Frau Vera v.. Professor an der Universitat fur Damen, St. 

Petersburg, Fontanka 112, log 2. Bufsland, 
Schleiermacher, Ludwig, Prof essor an der Forstlehranstalt, Aschaffen- 

burg, Glattbacher StraCse 2. DewtscJdand. 
Schoenflies, Arthur, Professor an der Universitat, Gottingen, Niko- 

lausberger Weg. DetUsMand, 
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Scholtz, August^ Professor an der Universitat, Budapest YI, R6zsa- 

utcza 46. Ungam. 
Frau Scholtz. 
Schottky, Friedrich, Professor an der TJniversitat, Marburg, Bar- 

fti&erthor 14. Deutschland, 
Schoute, Pieter Hendrik, Professor an der TJniversitat, Groningen, 

Schoolholm, G. 17. HoUand. 
Schroder, Ernst, Professor an der Technischen Hochschule, Karls- 
ruhe, Gottesauerstrafse 9. Deutschland. 
Schumacher, Robert, Beallehrer an der Realschule, Augsburg. 

Deutschland. 
Schur, Friedrich, Professor an der Technischen Hochschule, Karls- 
ruhe, WestendstraTse 46. Deutschland, 
Scott, Fraulein Charlotte Angas, Professor am College, Bryn Mawr, 

Pennsylvania. U. S, A. 
Segre, Corrado, Professor an der Universitat, Turin, Corso Vittorio 

Emanuele 85. Itaiien. 
Seliwanoff, Demetrius, Professor am Technologischen Institut und 

Privatdocent an der TJniversitat, St. Petersburg, Fontanka 116, 

log 16. Rufsland, 
Sidler, Georg, Professor an der TJniversitat, Bern, Christoflfelgasse 4. 

Schweijs. 
Stephanos, Cyparissos, Professor an der Universitat, Athen, Rue 

de Solon 20. Oriechenland. 
Sterneck, Robert v., Privatdocent an der Universitat, Wien VIII, 

Josefstadterstralse 30. Oesterreich. 
Stickelberger, Ludwig, Professor an der Universitat, Freibui^ i. B., 

BaslerstraTse 38. DeutsMmd. 
Stodola, Aurel, Professor am Polytechnikum, Ziirich V, Freie Strafee 62. 

Sdhweijs, 
Suter, Heinrich, Professor an der Kantonsschule, Ziirich, Kilchberg. 

Schweijs, 



Tallquist, Hjalmar, Decent an der Universitat und am Polytechni- 
kum, Helsingfors, Wladimirsgatan 17. Finland. 
Tarry, Harold, Ancien Inspecteur des finances, Paris, Rue Descartes 21. 

Fra/nkreich. 
Tauber, Alfred, Privatdocent an der Universitat, Wien VI, Gumpen- 

dorferstrafse 63. Oesterreich. 
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Tichomandritzky, Matthaus, Professor an der Universitat, Gharkoff. 
Rufsland, 



Yacca, Gioyanni^ Genua. (Seitdem Assistent an der Uniyersitaty 

Turin.) Italien. 
Yalentiner^ Hermann, Professor an der Militarschule, Kopenhagen, 

Ceresyei 12. Dmemark. 
Varidaky Vladimir, Priyatdocent an der Uniyersitat, Agram, Franz 

Joseph's Platz 6, Croatien. Oesterreich'Ungam. 
Vassilief/ Alexander, Professor an der Uniyersitat, Kasan. Rufsland. 
Veronese, Giuseppe, Professor an der Uniyersitat, Padua. Italim. 
Vicaire, Eugene, Inspecteur g^n^ral des Mines, Professor an der 

l^cole des Mines, Paris, Rue Gay-Lussac 30. Frankreich. 
Volterra, Vito, Professor an der Uniyersitat, Turin, Via S. Quin- 

tino 45. Italien. 
VonderMahll, Karl, Professor an der Uniyersitat, Basel, Aschen- 

yorstadt 72. Schweie. 



Fraulein Emma Wagner, Mentone. Frcmhreich. 
Weber, Eduard y., Priyatdocent an der Uniyersitat, Mflnchen, Eonigin- 

straTse 5. DetUschUmd. 
Weber, Heinrich, Professor an der Uniyersitat, Strafsburg, Goethe- 

straise 27. DeutscKUmd. 
Weber, Heinrich Friedrich, Professor am Polytechnikum, Zurich V, 

Fehrenstrafse 20. Schweie. 
Frau Weber. 
Wedell, Fraulein Charlotte y.. Dr. phil., z. Z. in Gottingen. DetUschland. 
Wehner, Hermann, Oberlehrer an der Bealschule, Plauen i. V., 

Eaiserstrafse 83. Deutschland, 
Weiler, Adolf, Priyatdocent am Polytechnikum und an der Uniyer- 
sitat, Zdrich V, Neptunstrafse 4. Schweiz. 
Weingarten, Julius, Professor an der Technischen Hochschule Char- 

lottenburg, Berlin W., RegentenstraCse 14. Deutschland, 
Fraulein R. Weingarten. 
Wien, Willy, Professor, Docent an der Technischen Hochschule, 

Aachen, Lousbergstrafse 49. DetUscMand. 
Wild, Johannes, Professor an der Kantonsschule, St. Gallen, Rosen- 

bergstrafse 70. Schweiz. 
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A. Vortrftge der ersten Hanptversammlung. 



Sur les rapports de Tanalyse pure et de la physique 
math^matique. 



Par 
H. PoiNOAR^ a Paris. 



On yons a sans doute souyent demand^ h quoi seryent les math^- 
matiques et si ces d^cates constructions que nous tirons tout entieres 
de notre esprit ne sont pas ari^ificielles et enfant^s par notre caprice. 

Parmi les personnes qui font cette question, je dois faire une 

distinction; les gens pratiques reclament seulement de nous le moyen 

de gagner de Targent. Geux-la ne m^ritent pas qu'on leur reponde; 

c*est a eux plutot qu'il conyiendrait de demander a quoi bon accu- 

muler tant de richesses et si, pour ayoir le temps de les acqu^rir, il 

faut negliger Tart et la science qui seuls nous font des ames capables 

d'en jouir 

et propter vitam yiyendi perdere causas. 

D'ailleurs une science uniquement faite en yue des applications est 
impossible; les y^rit^s ne sont f^condes que si eUes sont enchainees 
les unes aux autres. Si Ton s'attache seulement a celles dont on 
attend un resultat imm^diat, les anneaux intermMiaires manqueront, 
et il n'y aura plus de chaine. 

Les hommes les plus d^daigneux de la theorie y trouyent sans 
s'en douter un aliment quotidien; si Ton ^tait priye de cet aliment, le 
progres s'arr^terait rapidement et nous nous figerions bientot dans 
I'immobilit^ de la Chine. 

Mais c'est assez nous occuper des praticiens intransigeants. A 
cot^ d'eux, il y a ceux qui sont seulement curieux de la nature et qui 

yerb. d. 1. internat. Mathem.-Kongr. Zflrioh 1897. 6 
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nous demandent si nous sommes en ^tat de la leur mieux fiELire 
connaitre. 

Pour leur r^pondre, nous n'avons qu'a leur montrer les deux mo- 
numents d^ja Ranches de la M^canique Gfleste et de la Physique 
Math^matique. 

lis nous concederaient sans doute que ces monuments valent bien 
la peine qu'ils nous out cottt^. Mais ce n'est pas assez. 

Les math^matiques out un triple but. EUes doiyent foumir un 
instrument pour I'^tude de la nature. 

Mais ce n'est pas tout: elles out un but philosophique et^ j'ose 
le dire^ un but esth^tique. 

EUes doiyent aider le philosophe a approfondir les notions de 
nombrO; d'espace, de temps. 

Et surtout leurs adeptes y trouyent des jouissances analogues a 
celles que donnent la peinture et la musique. lis admirent la d^cate 
harmonie des nombres et des formes; ils s'^meryeillent quand une d^ 
couyerte nouyelle leur ouyre une perspectiye inattendue; et la joie 
qu'ils ^prouyent ainsi n'a-t-elle pas le caractere esth^tique, bien que 
les sens n'y prennent aucune part? Pen de priyil^gi^ sont appeles a 
la gottter pleinement^ cela est yrai, mais n'est-ce pas ce qui arriye 
pour les arts les plus nobles? 

G'est pourquoi je nli&ite pas a dire que les math&natiques m^ritent 
d'dtre cultiyees pour elles-memes et que les theories qui ne peuyent 
etre appliqu^es a la physique doiyent I'etre comme les autres. 

Quand mSme le but physique et le but esth^tique ne seraient pas 
solidaireSy nous ne deyrions sacrifier ni I'un ni I'autre. 

Mais il y a plus: ces deux buts sont inseparables et le meilleur 
moyen d'atteindre I'un c'est de yiser I'autre^ ou du moins de ne jamais 
le perdre de yue. G'est ce que je yais m'efforcer de demontrer en 
pr^cisant la nature des rapports entre la science pure et ses ap- 
plications. 

Le math^maticien ne doit pas etre pour le physicien un simple 
foumisseur de formules; il faut qu'il y ait entre eux une collaboration 
plus intime. 

La physique mathematique et I'analyse pure ne sont pas seule- 
ment des puissances limitrophes, entretenant des rapports de bon 
yoisinage; elles se penetrent mutuellement et leur esprit est le meme. 

G'est ce que Ton comprendra mieux quand j'aurai montre ce que 
la physique refoit de la mathematique et ce que la mathematique, en 
retour, emprunte a la physique. 



A. Yortar&ge der ertten Hauptyenaminlmig. 83 



n. 

Le physicien ne pent demander a Tanalyste de led r^yfler une 
y^rit^ nonyelle; tout au plus celai-<^i pourrait-il Taider a la pressentir. 

D 7 a longtemps que personne ne songe plus k deyancer Fez- 
p^rience^ ou a construire le monde de toutes pieces sur quelques hypo- 
iheaes h&tiyes. De toutes ces constructioiis oii Ton se complaisait 
encore naayement il y a un sitele^ il ne reste plus aujourdliai que 
des mines. 

Toutes les lois sont done tir^s de rexperience; mais pour les 
enoncer^ il faut une langue sp^ciale; le lang^e ordinaire est trop 
pauyre^ il est d'ailleurs trop yague^ pour ezprimer des rapports si 
delicatSy si riches et si precis. 

Voila done une premiere raison pour laquelle le physicien ne 
pent se passer des math^matiques; elles lui foumissent la seule langue 
qu'il puisse parler. 

Et ce n'est pas une chose indifEl^rente qu'une langue bien faite; 
pour ne pas sortir de la physique^ llionune inconnu qui a inyent^ le 
mot chaleur a you^ bien des generations a I'erreur. On a traits la 
chaleur conune une substance^ simplement parce qu'elle ^tait d^sign^ 
par un substantif^ et on Fa crue indestructible. 

En reyanche^ celui qui a inyente le mot electricity a eu le 
bonheur imm^rite de doter implicitement la physique d'une loi nou- 
yelle^ celle de la conseryation de T^ectricite^ qui^ par un pur hasard^ 
s'est trouyee exacte, du moins jusqu'a present. 

Eh bien, pour poursuiyre la comparaison, les ^riyains qui embel- 
lissent une langue^ qui la traitent comme un objet d'art, en font en 
meme temps un instrument plus souple, plus apte a rendre les nuances 
de la pens^. 

On comprend alors comment I'analyste, qui poursuit un but pure- 
ment esth^tique^ contribue par cela mdme a creer une langue plus 
propre a satisfaire le physicien. 

Mais ce n'est pas tout; la loi sort de Texperience, mais elle n'en 
sort pas imm^diatement. L'exp^rience est indiyiduelle^ la loi qu'on en 
tire est gen^ralo; Fexp^rience n'est qu'approch^, la loi est precise ou 
du moins pretend TStre. L'ezperience se fait dans des conditions tou- 
jours complexes^ I'^nonce de la loi ^limine ces complications. C'est ce 
qu'on appelle «corriger les erreurs systematiques>. 

En un moty pour tirer la loi de Texp^rience; il faut generaliser; 
c'est une n^cessite qui s'impose a I'obseryateur le plus circonspect. 
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Mais comment gen^raliser? toute v^rit^ particulifere pent evidem- 
ment ^tre ^tendue d'une infinite de maniferes. Entre ces mille chemins 
qui s'ouvrent devant nous, il faut faire un choix, au moins provisoire; 
dans ce choix, qui nous guidera? 

Ge ne pourra etre que I'analogie. Mais que ce mot est y^ue! 
L'homme primitif ne connidt que les analogies grossiferes, celles qui 
frappent les sens, celles des couleurs ou des sons. Ce n'est pas lui 
qui aurait song^ a rapprocher par exemple la lumi^re de la chaleur 
rayonnante. 

Qui nous a appris a connaitre les analogies yeritables, profondes, 
celles que les yeux ne voient pas et que la raison devine? 

G'est Tesprit math^matique, qui d^daigne la matifere pour ne s'at- 
tacher qu'a la forme pure. C'est lui qui nous a enseign^ k nonuner 
du meme nom des Stres qui ne different que par la matiere, k nom- 
mer du meme nom par exemple la multiplication des quaternions et 
celle des nombres entiers. 

Si les quaternions, dont je yiens de parler, n'avaient ete si 
promptement utilises par les physiciens anglais, bien des personnes 
n'y yerraient sans doute qu'une r^yerie oiseuse, et pourtant, en nous 
apprenant a rapprocher ce que les apparences s^parent, ils nous 
auraient d^ja rendus plus aptes k p^n^trer les secrets de la nature. 

Yoila les sendees que le physicien doit attendre de Tanalyse, mais 
pour que cette science puisse les lui rendre, il faut qu'elle soit cultiyee 
de la fa9on la plus large, sans preoccupation immediate d'utilite, il 
faut que le math^maticien ait trayaille en artiste. 

Ge que nous lui demandons c'est de nous aider a yoir, a discemer 
notre chemin dans le d^dale qui s'offre k nous. Or celui qui yoit le 
mieux, c'est celui qui s'est eleye le plus haut. 

Les exemples abondent, et je me bomerai aux plus frappants. 

Le premier nous montrera conmient il sufGt de changer de 
lang^e pour aperceyoir des generalisations qu'on n'ayait pas d'abord 
soupfonnees. 

Quand la loi de Newton s'est substitute a celle de Kapler, on ne 
connaissait encore que le mouyement elliptique. Or, en ce qui con- 
ceme ce mouyement, les deux lois ne different que par la forme; on 
passe de Tune a Tautre par une simple differentiation. 

Et cependant de la loi de Newton, on pent deduire, par une 
generalisation immediate, tons les effets des perturbations et toute la 
mecanique celeste. Jamais au contraire, si Ton ayait consery^ I'enonce 
de Kepler, on n'aurait regard^ les orbites des planfetes troubl^es, ces 
courbes compliquees dont personne n'a jamais ecrit I'^quation, comme 
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les generalisations naturelles de Tellipse. Les progres des observations 
n'auraient servi qu'a faire croire au chaos. 

Le second exemple m^rite egalement d'etre m^dit^. 

Quand Maxwell a commence ses travaux, les lois de Telectro- 
dynamique admises jusqu'a Ini rendaient compte de tons les faits con- 
nus. Ge n'est pas une experience nouyelle qui est venue les infirmer. 

Mais en les envisageant sous un biais nouveau/ Maxwell a re- 
connu que les equations deviennent plus symetriques quand on y 
ajoute un terme; et d'autre part ce terme etait trop petit pour produire 
des effets appr^ciables avec les methodes anciennes. 

On sait que les vues a priori de Maxwell ont attendu yingt ans 
une confirmation exp^rimentale; ou si yous aimez mieux^ Maxwell a 
devance de vingt ans Texperience. 

Comment ce triomphe a-t-il ete obtenu? 

G'est que Maxwell ^tait profondement impregne du sentiment de 
la S3nnetrie math^matique; en aurait-il ^te de mSme, si d'autres n'avaient 
avant lui recherche cette sym^trie pour sa beaute propre? 

C'est que Maxwell ^tait habitue a «penser en Yecteurs> et pour- 
tant si les vecteurs se sont introduits dans TanatysC; c'est par la 
theorie des imaginaires. Et ceux qui ont invents les imaginaires ne se 
doutaient guere du parti qu'on en tirerait pour I'^tude du monde rdel; 
le nom qu'ils leur ont donne le prouye suffisamment. 

Maxwell en un mot n'etait peut-gtre pas un habile analyste^ mais 
cette habilete n'aurait et^ pour lui qu'un bagi^e inutile et genant. 
Au contraire il avait au plus haut degr^ le sens intime des ana- 
logies math^matiques. C'est pour cela qu'il a fait de bonne physique 
math^matique. 

L'exemple de Maxwell nous apprend encore autre chose. 

Comment faut-il traiter les equations de la physique mathema- 
tique? devons-nous simplement en d^duire toutes les consequences ^ et 
les regarder comme des realit^s intangibles? Loin de la; ce qu'elles 
doivent nous apprendre surtout^ c'est ce qu'on pent et ce qu'on doit 
y changer. C'est comme cela que nous en tirerons quelque chose 
d'utile. 

Le troisi^me exemple ya nous montrer comment nous pouvons 
apercevoir des analogies math^matiques entre des phenomenes qui n'ont 
physiquement aucun rapport ni apparent^ ni r^el^ de telle sorte que 
les lois de Tun de ces phenomenes nous aident a deviner celles de 
I'autre. 

Une mgme ^quation^ celle de Laplace^ se rencontre dans la theorie 
de I'attraction newtonienne^ dans celle du mouvement des liquides^ 
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dans celle du potentiel ^ectrique^ dans celle da magnetisme, dans celle 
de la propagation de la chaleur et dans bien d'autres encore. 

Qu'en resulte-tril? Ges theories semblent des images calquees 
Time sur I'autre; elles s'^clairent mutaeUement^ en s'emprontant leur 
lang^e; demandez aux eleetriciens s'ils ne se felicitent pas d'ayoir in- 
vente le mot de flux de force ^ sugger^ par lliydrodjnamique et la 
theorie de la chaleur. 

Ainsi les analogies mathematiques^ non senlement peuvent nons 
faire pressentir les analogies physiques, mais encore ne cessent pas 
d'etre utiles, quand ces demieres font d^faut. 

En resum^ le but de la physique mathematique n'est pas senle- 
ment de faciliter au physicien le calcul numerique de certaines con- 
stantes ou Tintegration de certaines equations differentielles. 

n est encore, il est surtout de lui £aire connaitre Tharmonie 
cachee des choses en les lui faisant voir d'un nouveau biais. 

De toutes les parties de Tanalyse, ce sont les plus elevees, ce 
sont les plus pures, pour ainsi dire, qui seront les plus fecondes entre 
les mains de ceux qui sayent s'en servir. 

m. 

Voyons maintenant ce que Tanalyse doit a la physique. 

D faudrait avoir completement oubli^ Fhistoire de la science pour 
ne pas se rappeler que le desir de connaitre la nature a eu sur le 
d^veloppement des mathematiques Tinfluence la plus constante et la 
plus heureuse. 

En premier lieu, le physicien nous pose des probl^mes dont il 
attend de nous la solution. Mais en nous les proposant, il nous a 
paye largement d^avance le service que nous pourrons lui rendre, si 
nous parvenons a les r^soudre. 

Si Ton veut me permettre de poursuivre ma comparaison avec 
les beaux-arts, le math^maticien pur qui oublierait] Texistence du 
monde ext^rieur, serait semblable a un peintre qui saurait harmonieuse- 
ment combiner les couleurs et les formes, mais a qui les modules 
feraient d^faut. Sa puissance cr^atrice serait bientot tarie. 

Les combinaisons que peuvent former les nombres et les symboles 
sont une multitude infinie. Dans cette multitude, comment choisirons- 
nous celles qui sont dignes de retenir notre attention? Nous laisserons- 
nous uniquement guider par notre caprice? Ge caprice, qui lui-meme 
d'ailleurs ne tarderait pas a se lasser, nous entrunerait sans doute bien 
loin lep uns des autres et nous cesserions promptement de nous entendre 
entre nous. 
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Mais ce n'est ]ik qae le petit cot^ de la qaestion. 

La physique nous empdchera sans doute de nous ^garer^ mais elle 
nous pr^senrera aussi d'un danger bien plus redoutable; elle nous 
empechera de toumer sans cesse dans le m§me cercle. 

Lliistoire le prouve, la physique ne nous a pas seulement forces 
de choisir entre les probl^mes qui se pr^sentaient en foule; elle nous 
en a impose auxquels nous n'aurions jamais song^ sans elle. 

Quelque vari^e que soit I'imagination de Thomme, la nature est 
mille fois plus riche encore. Pour la suivre^ nous deyons prendre des 
chemins que nous avions n^glig^s et ces chemins nous conduisent 
souvent k des sommets d'oil nous d^couyrons des paysages nouveaux. 
Quoi de plus utile! 

D en est des symboles math^matiques oomme des realites physiques; 
c'est en comparant les aspects diff^rents des choses que nous pourrons 
en comprendre lliarmonie intime^ qui seule est belle et par consequent 
digne de nos efiforts. 

Le premier exemple que je citerai est tellement ancien qu'on serait 
tent^ de Toublier; il n'en est pas moins le plus important de tons. 

Le seul objet naturel de la pens^ math^matique^ c'est le nombre 
entier. C'est le monde ext^rieur qui nous a impost le continu^ que 
nous ayons invents sans doute ^ mais qu'il nous a forces a inyenter. 

Sans lui il n'y aurait pas d'analyse infinit^simale; toute la science 
mathematique se r^duirait k Farithm^tique ou k la theorie des sub- 
stitutions. 

Au contraire nous ayons consacr^ a I'etude du continu presque 
tout notre temps et toutes nos forces. Qui le regrettera; qui croira 
que ce temps et ces forces ont et^ perdus? 

L'analyse nous d^roule des perspectiyes infinies que I'arithm^tique 
ne soupfonne pas; elle yous montre d'un coup d'oeil un ensemble 
grandiose^ dont I'ordonnance est simple et symetrique; au contraire^ 
dans la theorie des nombres^ oil r^gne I'impr^yu^ la yue est pour ainsi 
dire arrSt^e k chaque pas. 

Sans doute on yous dira qu'en dehors du nombre entier ^ il n'y a 
pas de rigueur^ et par consequent pas de yerit^ mathematique; que 
partout il se cache, et qu'il faut s'efforcer de ^rendre transparents les 
yoiles qui le dissimulent, dttt-on pour cela se r^signer a d'inter- 
minables redites. 

Ne soyons pas si puristes et soyons reconnaissants au continu qui, 
si tout sort du nombre entier, etait seul capable d'en faire tatU sortir. 

Ai-je besoin d'ailleurs de rappeler que M. Hermite a tir^ un parti 
Burprenant de I'introduction des yariables continues dans la theorie 
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des nombres? Ainsi le domaine propre da nombre entier est enyahi 
lui-meme et cette invasion a ^tabli Tordre^ la ot r^gnait le d&ordre. 

Voila ce que nous devons au continu et par consequent a la 
nature physique. 

La s^rie de Fourier est un instrument precieux dont Tanalyste 
fait un usage continuel; si Fourier Ta inyent^^ c'est pour resoudre un 
probleme de physique. Si ce probleme ne s'etait pos^ naturellement, 
on n'aurait jamais ose rendre au discontinu ses droits; on aurait long- 
temps encore regarde les fonctions continues comme les seules fonctions 
y^ritables. 

La notion de fonction s'est par la consid^rablement etendue et a 
re9u de quelques analystes logiciens un developpement impr^TU. Ges 
analystes se sont ainsi ayentures dans des regions ot rhgae Tabstraction 
la plus pure et se sont ^loignds autant qu'il est possible du monde 
r^l. G'est cependant un probleme de physique qui leur en a foumi 
Toccasion. 

Derri^re la serie de Fourier, d'autres series analogues sont entr^s 
dans le domaine de Tanalyse; elles y sont entrees par la meme porte; 
elles ont ^t^ imaginees en yue des applications. D me suffira de citer 
ceUes qui ont pour fl^ments les fonctions spheriques, ou les fonctions 
de Lame. 

La th^rie des Equations aux d^riy^es partielles du second ordre 
a eu une histoire analogue; elle s'est d^yelopp^ surtout par et pour 
la physique. 

Si les analystes s'etaient abandonn^s a leurs tendances naturelles, 
yoici probablement comment ils auraient enyisag^ ces Equations et 
comment ils auraient choisi les conditions aux limites. 

Supposons par exemple une Equation entre deux yariables x et y 
et une fonction F de ces deux yariables. Ils se seraient donne F et 

-J— pour re = 0. C'est ce qu'a fidt par exemple M"* de Kowaleyski 

dans son celebre memoire. 

Mais il y a une foule d'autres mani^res de poser le probleme. 
On pent se donner F tout le long dW contour ferme, comme dans 
le probleme de Dirichlet, ou se donner le rapport de J?" a -^— comme 
dans la theorie de la chaleur. 

Toutes ces famous de poser le probleme , c'est a la physique que 
nous les deyons. On pent done dire que sans elle, nous ne connutrions 
pas les equations aux deriy^es psirtielles. 

n est inutile de multiplier les exemples. J'en ai dit assez pour 
pouyoir conclure: quand les physiciens nous demandent la solution 
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d'un probleme, ce n'est pas une oorv^e qu'ils nous imposent^ c^est nous 
an contraire qui leur devons des remerciments. 

IV. 

Mais ce n'est pas tout; la physique ne nous donne pas seulement 
Toccasion de resoudre des problemes; elle nous aide a en trouver les 
moyens, et cela de deux manieres. 

Elle nous fait pressentir la solution; elle nous suggere des raisonne- 
ments. 

J'ai parle plus haut de Tequation de Laplace que Ton rencontre 
dans une foule de theories physiques fort ^loign^es les unes des autres. 
On la retrouye en geom^trie, dans la th^orie de la representation con- 
forme et en analyse pure, dans celle des imaginaires. 

De cette fa9ony dans Tetude des fonctions de variables complexes, 
Tanalyste, a cote de Timage geom^trique, qui est son instrument 
habituel, trouve plusieurs images physiques dont il pent faire usage 
ayec le mSme succ^s. 

Grace a ces images, il pent voir d'un coup d'oeil ce que la deduction 
pure ne lui montrerait que successivement. 11 rassemble ainsi les 
elements 6pars de la solution, et par une sorte d'intuition, deyine 
ayant de pouyoir d^montrer. 

Deyiner ayant de d^montrer! Ai-je besoin de rappeler que c'est 
ainsi que se sont faites toutes les decouyertes importantes? 

Gombien de yerit^s que les analogies physiques nous permettent 
de pressentir et que nous ne sommes pas encore en dtat d'etablir par 
un raisonnement rigoureux! 

Par exemple, la physique math^matique introduit un grand nombre 
de d^yeloppements en series. Ces d^yeloppements convergent, per- 
Sonne n'en doute; mais la certitude mathematique fait defaut. 

Ce sont autant de conquetes assur^es pour les chercheurs qui 
yiendront aprte nous. 

La physique, d'autre part, ne nous fournit pas seulement des 
solutions; elle nous fournit encore, dans une certaine mesure, des 
raisonnements. 

n me suffira de rappeler comment M. Klein, dans une question 
relative aux surfaces de Biemann, a eu recours aux proprietes des 
courants electriques. 

n est vrai que les raisonnements de ce genre ne sont pas 
rigoureux, au sens que Fanalyste attache a ce mot. 

Et, a ce propos, une question se pose: comment une demonstra- 
tion, qui n'est pas assez rigoureuse pour Tanalyste, peut-eUe suffire au 
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physicien? H semble qu'il ne peat y ayoir deux rigaeurs^ que 1a 
rigueur est ou n'est pas^ et que, la otl elle n'est pas, il ne peut y ayoir 
de raisonnement. On comprendra mieux ce paradoxe apparent, en se 
rappellant dans quelles conditions le nombre s'applique aux ph^nomenes 
naturels. 

D'oil proyiennent en general les dif&cult^s que Ton rencontre 
quand on recherche la rigueur? On s'y heurte presque toujours en 
youlant ^tablir que telle quantite tend yers telle limite, ou que telle 
fonction est continue, ou qu'elle a une deriyfe. 

Or les nombres que le physicien mesure par Fexp^rience ne lui 
sont jamais connus qu'approximatiyement; et, d'autre part, une fonction 
quelconque difiFere toujours aussi pen que Ton yeut d'une fonction 
discontinue, et en meme temps elle dijBFbre aussi peu que Ton yeut 
d'une fonction continue. 

Le physicien peut done supposer a son gr^, que la fonction 
etudiee est continue, ou qu'elle est discontinue; qu'elle a une deriyee, 
ou qu'elle n'en a pas; et cela sans crainte d'etre jamais contredit, ni 
par Texperience actuelle, ni par aucune experience future. On con9oit, 
qu'ayec cette liberte, il se joue des difficult^s qui arrgtent I'analyste. 

H peut toujours raisonner comme si toutes les fonctions qui 
s'introduisent dans ses calcub 6taient des polynomes entiers. 

Ainsi I'aper^u qui suffit a la physique n'est pas le raisonnement 
qu'exige I'analyse. II ne s'en suit pas que I'un ne puisse aider a 
trouyer I'autre. 

On a deja transform^ en demonstrations rigoureuses tant d'aperfus 
physiques que cette transformation est aujourd'hui facile. 

Les exemples abonderaient si je ne craignais, en les citant, de 
fatiguer yotre attention et si cette conference n'etait deja trop longue. 

J'espere en ayoir assez dit pour montrer que I'analyse pure et 
la physique mathematique peuyent se seryir I'une I'autre sans se faire 
I'une a I'autre aucun sacrifice et que chacune de ces deux sciences doit 
se rejouir de tout ce qui eieye son associee. 



Cber die Entwickelung der allgemeinen Theorie der 
analytischen Funktionen in neuerer Zeit.*) 



Von 
A. HuRwiTZ in ZtLrich. 



Die allgemeine Theorie der analytischen Funktionen^ iiber deren 
Entwickelung in neuerer Zeit ich Ihnen berichten mochte^ besitzt in 
zweifacher Hinsicht ein hohes Interesae. Einerseits giebt sie una die 
allgemeinen Qesichtspunkte und HtQfsmittel fBr die Unterauchung 
spezieller Funktionen irgend welcher Art. In dieaer EUnaicht brauche 
ich nur zu erinnem an die Theorie der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale^ femer an die neueren IJnterauchungen yon Elein^ 
Poincar^ u. a. fiber die Funktionen mit linearen Transformationen in 
sichy endlich an die ausgedehnte Theorie der durch algebraische 
Differentialgleichungen definierten Transcendenten. 

Auf der anderen Seite hat die allgemeine Theorie der analytischen 
Funktionen ein mehr selbstandiges^ erkenntnistheoretisches Interesse. 
Sie leitet insbesondere zu den prinzipiellen Qrundlagen aller Grofsen- 



*) Der Vortrag erscheint hier im wesentlichen in nnverilnderter Form. Nur 
an einigen wenigen Stellen habe ich den ursprfinglichen Text des Vortrages yer- 
bessert, zumeist anf Grund von Besprechungen mit Facbgenossen , die an dem 
Eongresse teilnabmen. Wenn sich trotzdem, was mir sehr wahrscheinlich, ja 
beinahe gewifs erscheint, noch Ungenaoigkeiten im Einzelnen finden, dadurch 
hervorgerofen, dafs mir wichtige Arbeiten entgangen sind, so darf ich wohl in 
Rilcksicht auf die aufserordentliche Ausdehnnng der einschl&gigen Litteratnr anf 
einige Nachsicht rechnen. Was die Umgrenzung des Stoffes angeht, die ja der 
Natnr der Sache nach bis zu einem gewissen Grade willktlrlich blieb, so war f^ 
mich der Wunsch mafsgebend, namentlich diejenigen Pimkte zur Sprache zu 
bringen, welche in naher Beziehnng zu den Grundlagen der GrOfsenlehre stehen. 
tlbrigens war eine mOglichste Beschrllnknng des Stoffes schon durch den Umstand 
geboten, dafs fur den Vortrag nur eine eng begrenzte Zeit zur Verfugung stand. 
Dem Tezte des Vortrages habe ich hier ein ausfGLhrliches Litteraturverzeichnis, 
sowie einige Anmerkungen angefilgt, welche einzelne im Vortrage berdhrte Punkte 
weiter ausflihren und erl&utem. 
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forschung zuruck und vervollkomnmet und festigt hier die Fundamente^ 
auf welchen die gesamte Analysis aufgebaut ist. 

Bei meinen AusfQhrungen werde ich yielfach diese letztere Seite 
der aUgemeinen Funktionentheorie in den Yordergrund stellen. Es 
geschieht dies in der Meinung^ dais die Fragen prinzipieller Natur 
auch fiber den engeren Ereis der Funktionentheoretiker hinaus Interesse 
beanspruchen diirften. 

Unter dem Namen der aUgemeinen Theorie der analytischen 
Funktionen begreifen wir eigentlich zwei Theorien: die Gauchj- 
Biemann'sche und die WeierstraTs'sche. 

Ihr wesentlicher IJnterschied liegt darin, dafs sie Ton yerschiedenen 
Definitionen des FunktionsbegrifFes ausgehen. Da die Definition yon 
Weierstrafs den elementareren Charakter hat, so kndpfe ich an sie an. 

Lagrange hatte in seiner „Th^orie des Fonctions analytiqaes^ den 
unrichtigen Satz zu beweisen yersucht, dafs jede stetige Fimktion in 
eine Potenzreihe entwickelbar ist. Weierstrafs sagt mngekehrt: ich 
nenne eine Funktion ^^analytisch^ wenn sie sich in eine Potenzreihe ent- 
wickehi lafst. Diese Festsetzung bedarf natHrlich noch einer praziseren 
Fassung. In yoller Scharfe hat Weierstrafs seinen Fonktionsbegriff 
nicht sowohl in seinen Abhandlnngen ab yielmehr in seinen Uniyersitats- 
Yorlesungen entwickelt und zwar folgendermafsen: 

Wir stellen die Werte der komplexen Yariabeln z in tiblicher 
Weise durch die Punkte einer Ebene dar. Eine nach ganzen positiyen 
Potenzen yon z — a fortschreitende Reihe konyergiert dann in einem 
Sj-eise, dessen Mittelpunkt der Punkt a ist. Beilaufig bemerkt, hangt 
der Radius dieses Ereises yon den Eoeffizienten der Potenzreihe nach 
einem einfachen Gesetze ab, welches schon Gauchy^) angegeben hat, 
das aber erst in neuerer Zeit durch eine Arbeit yon Herm Hadamard*), 
der es unabhar^g yon Gauchy wieder entdeckt hat, in weiteren Ereisen 
bekannt geworden ist. 

Weierstrafs betrachtet nun zwei Potenzreihen, deren Eonyergenz- 
kreise yerschiedene Mittelpunkte besitzen, jedoch ein FlachenstUck 
gemeinsam haben. Wenn in jedem Punkte dieses gemeinsamen Stiickes 
die beiden Potenzreihen denselben Wert annehmen, so heifst jede der 
Potenzreihen eine unmittelbare Fortsetzung der anderen. AUgemeiner 
heifsen zwei Potenzreihen schlechthin Fortsetzungen yon einander, 
wenn sie Anfangs- und Endglied einer endlichen Beihe yon Potenz- 
reihen sind, yon denen jede eine unmittelbare Fortsetzung der yorher- 
gehenden ist. 

Geht man mm yon einer bestimmten Potenzreihe aus und fafst 
dieselbe mit alien ihren Fortsetzungen zu einem Systeme zusammen, 
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BO hat man das Tor sich^ was Weiersiarafs ein monogenes System von 
Potenzreihen nemit. Ein solches System erzeugt eine bestimmte 
Fnnktion der komplexen Variabeln gy d. h. es ordnet den Werten der 
Yariabeln ss bestimmte komplexe Zahlenwerte f{0) zu. Man fasse 
namlich einen bestimmten Wert yon z ins Auge; dann wird jede 
Potenzreibe des Systemes^ deren Eonyergenzkreis den Punkt z in 
seinem Innem enthalt^ fdr den betrachteten Wert yon z eine bestimmte 
Summe f{z) besitzen. Sind die den yerschiedenen Potenzreihen des 
Systemes entsprechenden Werte f{z) samtlich unter einander gleich, so 
wird die Punktion f{z) fttr den betrachteten Wert yon z eindeutig 
sein, im anderen Falle mehrdeutig. 

Eine Funktion heifst nun nach Weierstrafs analytisch, wenn sie 
in der geschilderten Weise durch ein monogenes System yon 
Potenzreihen definiert werden kann. 

Wie man sieht^ ist der Begriff des monogenen Systemes yon 
Potenzreihen das Primare; auf ihn baut sich erst der Funktions- 
begriff aof. Bemerkt sei tLbrigens^ dafs der franz5sische Mathematiker 
M^ray*) unabhangig yon Weierstrafs einen im wesentlichen mit dem 
Weierstrafs'schen dbereinstimmenden Begriff der analytischen Funktion 
aufgestellt hat. 

An diese Definition der analytischen Funktion knttpft sich nun 
sofort eine Beihe yon wichtigen Fragen. Ich will zunachst nur ein- 
deutige Funktionen betrachten. Liegt eine eindeutige Fimktion yor, 
definiert durch ein monogenes System yon Potenzreihen, so scheiden 
sich die Punkte der komplexen Zahlenebene in zwei Eategorien. Die 
eine Eategorie wird yon denjenigen Punkten gebildet, die in das Innere 
des Eonyergenzkreises yon Potenzreihen des Systemes fallen, die andere 
Eat^orie yon alien tlbrigen Punkten. Die Gesamtheit der ersteren 
Punkte heifst nach Weierstrafs der ,,Stetigkeitsbereich'' der 
Funktion*). Hier erhebt sich nun zunachst die Frage: 

Welche MSglichkeiten liegen in bezug auf die Gestaltung 
des Stetigkeitsbereiches einer eindeutigen analytischen Funk- 
tion yor? 

XJm die Antwort auf diese Frage in praziser Weise aussprechen 
zu konnen, mufs ich an einige Begriffe aus der Lehre yon den Punkt- 
mengen erinnem. Man denke sich irgend eine Pimktmenge in der 
Zahlenebene oder auch auf einer Eugel, die stereographisch auf die 
Zahlenebene bezogen ist. Ein beliebiger Punkt der Ebene oder der 
Eugel kann sich dann auf drei yerschiedene Arten in bezug auf die 
Punktmenge yerhalten. Entweder lafst sich um den Punkt ein Ereis 
80 legen, dais alle Punkte im Innem dieses Ereises der Punktmenge 
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angehoren. Der betrefiPende Punkt lieifst dann ein innerer Punkt der 
Menge. Oder es lafst sich um den Punkt ein Ereis so legen^ dab 
kein Punkt im Innem des Ereises der Menge angehort Der betreffende 
Punkt lieifst dann ein aufserer Punkt der Menge. Oder endlich kann 
es sein, dafs jeder um den Punkt abgegrenzte Kreis sowohl mindestens 
einen Punkt enthalt, der zur Menge gehort^ ab auch mindestens einen, 
der nicht zur Menge gehort. In diesem Falle si^ man^ dafs der be- 
trefiPende Punkt an der Grenze der Menge liegt. 

Der Stetigkeitsbereich einer eindeutigen analytischen Funktion ist 
nun, wie man leicht einsieht, jedenfalls eine Punktmenge, welche erstens 
ausschliefslich aus inner en Punkten besteht imd zweitens in sich zu- 
sammenhangt, womit gemeint ist, dafs man zwischen je zwei Punkten 
der Menge eine endliche Anzahl von Punkten der Menge einschalten 
kann, so dafs der Abstand yon je zwei auf einander folgenden Punkten 
unter einer beliebig klein vorgeschriebenen Grofse liegt. 

Nennen wir eine Punktmenge, welche diese beiden Eigenschaflen 
besitzt, zur Abkiirzung ein ,,Eontinuum'', so konnen wir sagen, dafs 
der Stetigkeitsbereich einer eindeutigen analytischen Fiuiktion stets 
ein Kontinuum ist. Die Antwort auf die vorhin aufgeworfene Frage 
lautet mm dahin, dafs hiermit das Gharakteristische des Stetigkeits- 
bereiches bezeichnet ist. Es gilt also der Satz: 

Ist ein Kontinuum beliebig gegeben, so giebt es stets 
eindeutige analytische Funktionen, deren Stetigkeitsbereich 
mit dem gegebenen Kontinuum identisch ist. 

Dieser grundlegende Satz ist zuerst yon Herm Mittag-Lefifler^) 
bewiesen worden in einer Abhandlung, welche die analytische Dar- 
steUung der eindeutigen Funktionen betrifit. In sehr einfacher und 
elementarer Weise haben sodann Herr Bunge®) und spater Herr 
Stackel^) denselben Satz begrtLndet. 

Zu weiteren und tiefer liegenden Fragen fHhrt die Betrachtung 
derjenigen Punkte, welche an der Grenze des Stetigkeitsbereiches liegen. 
Diese sogenannten singularen Punkte oder Stellen bilden fiir sich 
eine Punktmenge, deren Beschaffenheit das wichtigste Einteilungsprinzip 
fQr die eindeutigen Funktionen abgiebt. 

Nach der klassischen Abhandlung von Weierstrafs aus dem Jahre 
1876, „Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen*'*), in 
welcher das erwahnte Klassifikationsprinzip wohl zum ersten Male in 
voUer Scharfe ausgesprochen wird, hat sich Herr Guichard®) und spater 
in weitgehendster Allgemeinheit Herr Mittag-Leffler in der schon ge- 
nannten Arbeit mit diesem Gegenstande beschaftigt. 

Die Grundlage der ganzen IJntersuchung bilden hier die aUgemeinen 
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S&tze Yon Herm Cantor^) fiber Puuktmengen^ welche in Rtlcksicht 
aof ihre Anwendung in der Fimktionentheorie von den Herren Bendix- 
8on*®) und Phragmfen**) in mehreren Punkten erganzt worden sind. 

Bei diesen Satzen spielen die transfiniten Zahlen Cantor's eine 
wichtige BoUe. Ich muls deshalb zunachst auf diese Zahlgebilde, 
welehe eine wesentliahe Yerallgemeinerung dee Begriffes der gewohn- 
lichen ganzen Zahl darstellen, naher eingehen. 

Betrachten wir die Reihe der gewohnlicben positiyen ganzen Zahlen, 
so Tollzieht sich der tJIsergang von einer Zahl zu der nachstfolgenden 
durch die Addition einer Einheit. Diese Operation der Addition einer 
Einheit heifse das erste Erzeugungsprinzip. Durch fortgesetzte 
Anwendung des ersten Erzeugungsprinzipes entsteht die Reihe der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen aus der am Anfang der Reihe stehenden 
Zahl 1. Aber mit der Herstellung der gewdhnlichen ganzen Zahlen 
aus der Zahl 1 ist die Wirksamkeit des ersten Erzeugungsprinzipes 
zunachst Yollig erschopft. Um eine Zahlung fiber die Reihe der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen hinaus zu ermoglichen, bedarf es daher 
eines zweiten Erzeugungsprinzipes. 

Dieses besteht in Folgendem: Man denke sich eine bestimmte 
Menge yon Objekten, die in einer bestimmten Rangordnung gegeben 
sindy jedoch so, dafs ein dem Range nach hochstes nicht existiert. 
Man kann dann den Inbegriff dieser Objekte als einen neuen Begrifif 
in die Betrachtung einfClhren. Und nun soil dieser neue Begriff, wenn 
die Objekte der Menge schon als ganze Zahlen bezeichnet worden sind, 
ebenfaUs eine ganze Zahl und zwar die nachst hohere ganze Zahl ge- 
nannt werdeiL In diesem Yorgang der Schafifung einer neuen ganzen 
Zahl aus einer unendlichen Folge schon yorhandener ganzer Zahlen, 
unter denen sich eine grofste nicht findet, besteht das zweite Er- 
zeugungsprinzip. So liefert die Zusammenfassung der Reihe der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen zu einem Inbegrifif die erste fiberendliche 
Zahl d, die also die nachstgrofsere ganze Zahl zu alien gewohnlichen 
ganzen Zahlen ist. Nach der Schaffimg dieser ganzen Zahl a yermoge 
des zweiten Erzeugungsprinzipes setzt nun das erste Erzeugungsprinzip 
wieder ein und liefert uns die an o sich anschliefsende Reihe ganzer 
Zahlen o + 1; ® + 2, © + 3; ^- s. £ Da in der Succession der ge- 
wohnlichen ganzen Zahlen und der sich daranschliefsenden Zahlen o, 
o -j- 1, o -f- 2, u. s. f. eine grofste sich nicht findet, so tritt aufs 
neue das zweite Erzeugungsprinzip in Kraft, welches uns die nachst- 
grofsere, am zweckmafsigsten mit a .2 za bezeichnende ganze Zahl 
liefert. An diese legt sich yermoge des ersten Erzeugungsprinzipes 
die Reihe der Zahlen ai.2-(-l, 0.2 + 2, ... an. Auf diese Weise 
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entsteht dnrch das Ineinandergreifen des ersten and zweiten Erzeugonga- 
prinzipes die ins Schrankenlose sich ausdehnende Beihe der endlichen 
und flberendlichen ganzen Zahlen. 

Nun ist es sehr merkwtlrdig, dafs das System dieser Zahlen 
nattlrliche Einschnitte darbietet^ durch welche dasselbe in bestimmte 
Zahlklassen zerfallt. 

Zonachst wird man die gewohnlichen endlichen ganzen Zahlen 
zu einer ersten Zahlklasse zusammenfassen. Betrachten wir sodann 
eine tlberendliche Zahl a^ so ist es moglich, dafs diejenigen Zahlen, 
die kleiner sind als a^ durch die Zahlen der ersten Zahlklasse abzahlbar 
Bind, d. h. dafs die Zahlen, die kleiner sind als a, sich den gewohn- 
lichen ganzen Zahlen eindeutig umkehrbar zuordnen lassen. Die fiber- 
endlichen Zahlen a yon dieser Eigenschaft bilden die zweite Zahlklasse. 
Die Zahlen der zweiten Zahlklasse bilden eine Menge, welche nicht 
durch die Zahlen der ersten Zahlklasse abzahlbar ist Auf diese That- 
sache grtbidet sich die Definition der dritten Zahlklasse u. s. f. 

Diese allgemeinen BegrijBFsbestimmungen finden nun sofort ihre 
Anwendung in der Lehre von den Punktmengen. Einfachheit halber 
beschranke ich mich hier auf den Fall, der zunachst ausschliefslich in 
Betracht kommt, wo es sich namlich um Punktmengen auf einer 
Kugel handelt. 

Besteht eine solche Punktmenge P aus unendlich vielen Punkten, 
so besitzt sie bekanntlich Grenzstellen, d. h. es giebt dann solche 
Punkte auf der Eugel, in deren noch so kleiner Umgebung sich un- 
endlich viele Punkte der Menge finden. 

Der InbegriflF dieser Grenzstellen bildet eine Punktmenge P', 
welche nach Cantor die Ableitung der Punktmenge P heifst. Besteht 
die Punktmenge P nur aus einer endlichen Zahl yon Punkten, so 
sind Grenzstellen nicht yorhanden. Man sagt dann, dafs ihre Ableitung 
P' gleich Null ist. 

Wenn alle Punkte der Ableitung P' auch der ursprdnglichen 
Menge P angehoren, so heifst die Menge P ,,abgeschlossen^ Es ge- 
ntigt, weiterhin nur Mengen dieser Art zu betrachten, denn die singu- 
laren Punkte einer eindeutigen analytischen Funktion bilden stets 
eine abgeschlossene Menge. (Mit anderen Worten: jede Grenzstelle 
yon singularen Punkten ist ebenfalls ein singularer Punkt.) 

Man betrachte nun irgend eine abgeschlossene Punktmenge P auf 
der Eugel. Die Ableitung derselben sei P', die Ableitung yon P' sei 
P", die yon P" sei P'" u. s. f. Auf diese Weise entspringt aus der 
Menge P die Reihe yon Punktmengen 

J jr y jr , . . . . 
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Nun fasse man diejenigen Punkte znsammen^ die in jeder einzelnen 
dieser Punktmengen enthalten sind. Diese bilden wieder eine Ponkt- 
menge, die mit P^^^ bezeichnet wird^ wo der Index a die erste tlber- 
endliche Zahl bedeutet. Die Ableitung von P^") heifee P("+i), die von 
P<«H-i) heifse P("+«) u. s. w. Die gemeinsamen Punkte von P', P", P'"... 
P(«)^ P(«+i), p(tH-a)^ . . . bUden eine Punktmenge, .die mit P(»«) be- 
zeichnet wird a. s. f. Man sieht^ wie man durch Fortsetzmig dieses 
Prozesses zn jeder endlichen oder dberendlichen Zahl a eine bestimmte 
Ableitung P(^> erhalt. (Dabei ist es nicht ausgeschlossen, dafs einmal 
eine dieser Ableitongen, nnd dann auch jede folgende^ gleich Null 
wird.) Fttr die Funktionentheorie kommen nun die folgenden beiden 
Satze von Cantor in Betracht: 

1) Ist die abgeschlossene Punktmenge P abzahlbar^ so 
giebt es stets eine Ableitung P^^\ die nur aus einer 
endlichen Zahl von Punkten besteht. Und zwar ist a 
eine Zahl der ersten oder zweiten Zahlklasse. 

2) Ist die abgeschlossene Punktmenge P nicht abzahlbar^ 
so giebt es unter den Ableitungen von P keine einzige, 
die nur aus einer endlichen Zahl von Punkten besteht. 
Dagegen giebt es eine Zahl a der ersten oder zweiten 
Zahlklasse, ftlr welche die Ableitung P^*^ mit der 
folgenden PC«+i) identisch ist. 

Diese Ableitung P^^> ist eine sogenannte perfekte Punktmenge, 
namlich eine solche, die nicht nur alle ihre Grenzstellen enthalt, sondem 
ffir welche auch jeder ihrer Punkte Orenzstelle ist. 

Die Gantor'schen Satze lehren nun, dafs die eindeutigen analytischen 
Funktionen in zwei grolse Elassen zerMlen: 

Die eine ESasse umfaiBt die Funktionen, deren singulare Punkte 
eine abzahlbare Menge bilden, die andere Elasse diejenigen Funktionen, 
deren singulare Punkte eine nicht abzahlbare Menge bilden. 

Durch die Methoden, welche dem Beweise des Mitts^-Leffler'schen 
Satzes zu Orunde liegen, gelingt es, die Funktionen der ersten Elasse 
durch einfach geordnete Summon darzustellen, deren Glieder je nur 
einen einzigen singularen Punkt besitzen, welcher zugleich singularer 
Punkt der darzustellenden Funktion ist. FtLr die Funktionen der 
zweiten Elasse ist dies nicht moglich. Hier kann man nur durch 
Subtraktion einer Summe der genannten Art gewisse singulare Punkte 
zum Fortfallen bringen. Die restierende Differenz ist dann eine Funktion, 
deren singulare Punkte eben jene perfekte Menge P^'*^ bilden, auf 
welche der Ableitungsprozefs fdhrt. 

In bezng auf die analytische Darstellung besitzen hiemach die 

Ytth. d. 1. intemftt. Math.-Kongr. Zarioh 189Z 7 
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Funktionen^ deren singolare Punkte eine perfekte Menge bilden^ einen 
irreducibein Gharakter. Die Funktionen dieser Art lassen sich fibrigens 
noch anf eine andere Weise charakterisieren. Irgend ein singularer 
Punkt kann namlich entweder Grrenzstelle von singularen Punkten sein 
oder nicht. Im letzteren Falle heifst der singulare Punkt ^yisoliert". 
Und nun sind die in Rede stehenden Funktionen keine anderen alB 
Bolclie^ welche isolierte singulare Punkte dberhaupt nicht besitzen. 

Bei der analytischen Darstellung der eindeutigen Funktionen tritt 
ein zuerst von Weierstrafs bemerkter Umstand zu Tage, den ich kurz 
berfihren will, da sich auf ihn eine grofse Zahl neuerer Arbeiten be- 
zieht. Es liegt die Yermutung nahe, dafs eine konyergierende Reihe, 
deren Glieder rationale Funktionen sind, immer eine einzige analytische 
Funktion definiert. Dem ist aber nicht so; vielmehr giebt es derartige 
Reihen, welche in verschiedenen Gebieten ^nzlich verschiedene ana- 
lytische Funktionen darstellen.**) 

Eine andere ebenfalls yon Weierstrafs zuerst bemerkte Thatsache 
folgt unmittelbar aus dem yorhin erwahnten Satze, nach welchem zu 
jedem Eontinuum eindeutige analytische Funktionen gehoren. Ich 
meine die Thatsache, dafs es Funktionen mit natflrlichen Grenzen 
giebt, d. h. solche Funktionen, deren Stetigkeitsbereich mit den seine 
Begrenzung bildenden singularen Punkten die Zahlenkugel nicht yollig 
bedeckt. Aus didaktischen GrQnden ist es wtLnschenswert, einfache 
Beispiele solcher Funktionen zu besitzen. Diesem Bedflrfiiisse kommt 
eine ganze Reihe yon Arbeiten nach, die sich zum grolisen Teil auf 
eine besondere Elasse derartiger Funktionen beziehen.^^) Man be- 
trachte eine Potenzreihe mit endlichem Eonyergenzradius, die eine 
fiber ihren Eonyergenzkreis hinausreichende Fortsetzung nicht besitzt. 
Der Stetigkeitsbereich der Funktion, die durch eine solche Potenzreihe 
definiert ist, wird offenbar durch das Innere des Eonyergenzkreises 
gebildet; die singularen Punkte der Funktion sind die Punkte auf der 
Peripherie des Eonyergenzkreises. Man hat sich fibrigens nach den 
Arbeiten, welche diese Potenzreihen betreffen, die Yorstellung zu bilden, 
dafs in gewissem Sinne die fiber den Eonyergenzkreis hinaus fort- 
setzbaren Potenzreihen die Ausnahme, die nicht fortsetzbaren die 
Regel bilden. **) 

Doch kehren wir zu der Elassifikation der eindeutigen analytischen 
Funktionen zurfick. Nachdem dieselben nach der Beschaffenheit der 
Punktmenge eingeteilt sind, welche yon den singularen Punkten gebildet 
wird, liegt es nahe, als weiteres Einteilungsprinzip das Yerhalten der 
Funktionen in der Nachbarschafk der singularen Punkte heranzuziehen. 
Die erste Frage, welche sich hier darbietet, ist die: welches sind die 
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charaktenBtischen IJnterschiede, die sich in bezag auf das Yerhalten 
einer Funktion in der Nahe eines singularen Punktes zeigen konnen? 

Betrachten wir zunachst einen isolierten singularen Punkt^ so 
konnen die Funktionswerte bei unbegrenzter Annaherung des Arga- 
mentes an den singularen Punkt zweif aches Yerhalten zeigen: entweder 
wachsen die Funktionswerte^ in welcher Weise auch die Annaherung 
geschiehty tLber alle Qrenzen oder nicht. Im ersten Falle heilst be- 
kanntlich der singpilare Punkt ein Pol oder ,,aufserwesentlich^, im 
letzteren Falle ,,wesentlich^. Man denke sich nun weiter um einen 
isolierten wesentlich-singularen Punkt irgend einen Sj-eis gelegt; welcher 
in seinem Innem keinen weiteren singpilaren Punkt enthalt und be- 
achte die Werte, welche die Funktion im Innem dieses Ereises an- 
nimmt. Nach einem klassischen Theorem von Herm Picard sind dann 
nur zwei Falle moglich: entweder befindet sich unter den betrachteten 
Fimktionswerten jeder beliebige endliche Wert oder aber jeder beliebige 
endliche Wert mit Ausnahme eines einzigen. 

Den Beweis dieses Satzes sttltzt Herr Picard auf die Eigenschaften 
der Modulfanktionen. Spezielle Falle dieses Satzes haben spater die 
Herren Hadamard und Borel mit elementareren Hiilfsmitteln bewiesen.^) 

Ein ahnlicher Satz, wie der Picard'sche, ist fQr nicht isolierte sin- 
gulare Punkte nicht bekannt. tfberhaupt ist meines Wissens eine ein- 
gehende Studie des Yerhaltens einer analytischen Funktion in der 
Nachbarschaft eines nicht isolierten singularen Punktes nicht yor- 
handen. Indessen ist eine hierhergehorige Thatsache zu erwahnen, die 
unmittelbar aus einer Arbeit des Herm Lerch folgt, spater yon Herm 
Fredholm besonders hervoi*gehoben und von Herm Pringsheim zum 
Gegenstand ausf&hrlicher Betrachtung gemacht worden ist.^®) Wie 
vorhin bemerkt, definiert eine Potenzreihe mit endlichem Eonyergenz- 
radiuSy die fiber den Eonyergenzkreis hinaus nicht fortsetzbar ist^ eine 
eindeutige analytische Funktion/ deren singulare Punkte die Punkte 
der Peripherie des Eonyergenzkreises sind. Man kann nun Beispiele 
solcher Potenzreihen bilden^ f&r welche nicht nur die analytische 
Funktion y sondem auch ihre samtlichen Ableitungen fQr den Eonyer- 
genzkreis einschliefslich seiner Peripherie stetig sind. 

Was die mehrdeutigen analytischen Funktionen angeht^ so sind 
fQr diese allgemein die charakteristischen Eigenschaften ihres Defini- 
tionsbereichesy der die Eugel oder Teile derselben mehrfach^ eyentuell 
unendlich yielfach iiberdeckt^ bislang nicht aufgestellt worden. Wir 
wissen hieriiber jedoch wenigstens Folgendes: 

Betrachtet man einen bestimmten Wert des Argumentes e^ so 
bilden die zugehorigen Werte einer unendlich yieldeutigen analytischen 

7* 
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Funktion stets eine abzahlbare Menge. Mit dem Beweise dieses, 
von Herrn Cantor aufgestellten Satzes beschafbigen sich Arbeiten der 
Herren Vivanti, Poincare und Volterra.*') Der Satz zeigt, dafs jeden- 
falls fQr die Nachbarschaffc eines bestimmten Wertes z eine jede un- 
endlich yieldeutige Funktion in Riemann'scher Weise eindeutig gemacht 
werden kann durch Verteilung der Funktionswerte auf unendlioh viele 
Blatter, die in bestimmter Weise numeriert sind. 

In anderer Ideenyerbindung werden die vieldeutigen Funktionen 
durch einen Satz yon Herrn Poincar^ auf eindeutige zurtlckgeftihrt.^^) 
Herr Poincare zeigt, dafs sich zwei komplexe Veranderliche, yon wel- 
chen die eine analytische Funktion der anderen ist, unter alien Urn- 
standen als eindeutige analytische Funktionen einer Hlilfsyariabeln 
darstellen lassen. 

Wenn sich auch in der Funktionentheorie yon Weierstrafs die 
Definition der analytischen Funktion als naturgemabe Yeral^emeine- 
rung des Zahlbegriffes darstellt, so kann man doch g^en diese Defini- 
tion den Einwand erheben, dafs sie die Funktionen als analytische 
durch eine spezielle Darstellungsform derselben, namlich in Gestalt 
yon Potenzreihen, charakterisiert Diesem Einwande ist die Gauchy'sche 
Definition, welche Riemann adoptiert hat, nicht unterworfen. Daf&r 
tritt aber bei der Gauchy'schen Definition ein anderer Mifisstand zu 
Tage: bei ihr bereitet namlich die einwurfsfreie Begrtindung der Theorie 
gleich yon Anfang an sehr erhebliche Schwierigkeiten. Der innere 
Grund hierfKr liegt darin, dab die Heranziehung des Grenzbegriffes in 
seinen schwierigsten Formen yon yomherein notwendig wird. Gauchy 
und Riemann waren sich freilich dieser Schwierigkeiten nicht yoll be- 
wufst. Erst neuere Autoren sind auf die Frage eingegangen, wie man 
die Gauchy-Riemann'sche Theorie in stronger Weise zu begrunden hat. 
Dabei zeigte sich zunachst, dab die Gauchy'sche Definition, nach wel- 
cher eine Funktion analytisch — oder, wie Gauchy sagt, synektisch — 
heifst, wenn sie einen eindeutigen Differentialquotienten besitzt, durch 
eine scluLrfere ersetzt werden mufs. Man hat etwa folgendermafsen 
zu definieren: 

Eine Funktion', die fdr ein Eontinuum der Zahlenebene 
irgendwie definiert ist, heifst synektisch, wenn sie in jedem 
Punkte des Eontinuums stetig ist und einen Differential- 
quotienten, sowohl in der Richtung der wachsenden Abscissen 
als auch in der Richtung der wachsenden Ordinaten besitzt; 
wenn ferner diese beiden Differentialquotienten in jedem 
Punkte denselben Wert haben und dieser gemeinsame Wert 
ebenfalls eine in dem Eontinuum stetige Funktion ist. 
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Wenn man mit Ganchy und Riemann die syBektischen Funktionen 
durch die Existenz eines eindeutigen Differentialquotieiiten charakteri- 
siert; so ist es natiirlich^ zimaclist zu frageii; wie sich diese Funktionen 
beztlglich der Integration verhalten. Hierauf giebt bekanntlich der 
Cauchy'sche Integralsatz die Antwort. Man kann diesen Satz kurz, 
wenn anch etwas ungenau^ dahin aussprechen^ dafs die synektischen 
Funktionen nicht nur eine eindeutige Differentiation, sondem auch 
eine eindeutige Integration zulassen. 

Man kann sogar die Ford^rung der eindeutigen Integrierbarkeit 
an Stelle derjenigen der eindeutigen Differenzierbarkeit zum Ausgangs- 
punkt der ganzen Theorie nehmen. Dies folgt aus einer interessanten 
Bemerkung Ton Morera^^), nach welcher eine Funktion, die in einem 
Kontinuum stetig ist und durch jede gescblossene Eurve integriert das 
Resultat liefert, notwendig im Gauchy'schen Sinne synektisch ist. 
Der Gauchy'sche Integralsatz ist leicht zu beweisen fQr den Fall, dafs 
man als Integrationskurve gewisse einfache Linien, z. B. einen Ereis 
oder den Umfang eines Bechteckes wahlt. FQr yiele Zwecke, wie 
z. B. fBr den Nachweis, dais der Gauchy'sche und der Weierstrafs'sche 
Funktionsbegriff sich decken, genUgen auch derartige spezielle Falle. 
Indessen entfaltet doch der Gauchy'sche Satz seine groUse Fruchtbarkeit 
erst in seiner allgemeinen Fassung und in dieser ist der Beweis des 
Satzes nicht ohne Schwierigkeit. Neuere Arbeiten, die sich mit der 
einwurfsfreien Begrfindung des Gauchy'schen Satzes beschafbigeu; rUhren 
Yon den Herren Falk, Goursat, Lerch, Jordan und Pringsheim 
her.**) Man kann den Gauchy'schen Satz auf folgende Weise aus- 
sprechen: 

Ist die Funktion f{z) synektisch in einem Kontinuum, in 
welchem jede einfach geschlossene Linie die yolle Begrenzung 

eines Flachenstflckes bildet, so ist das Integral jf(z)dz jedes- 
mal dann Null, wenn es durch eine geschlossene Linie er- 
streckt wird, die ganz im Innern des Kontinuums verlauft. 

Hier erheben sich nun zunachst die Fn^en: was ist eine einfach 
geschlossene Linie, was ist eine Linie, insbesondere eine geschlossene 
Linie Uberhaupt, und sind alle oder nur gewisse geschlossene Linien 
in dem Ausspruch des Gauchy'schen Satzes zulassig? 

Ich mochte diese Fragen hier um so lieber erortem, als sie yon 
prinzipiellem Interesse sind. Dabei gehe ich von folgender Betrach- 
timg aus: 

Eine abgeschlossene Punktmenge P sei auf eine andere abge- 
schlossene Punktmenge Q derart bezogen, dafs jedem Punkte der Menge P 
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ein bestimmter Punkt der Menge Q entspricht. Die Beziehung soil 
iiberdies folgendennaTsen beschafifen sein: 

Wenn die Punkte J.^, -4^, -4^ u. s. f. der Menge P eine einzige 
Grenzstelle A besitzen^ so sollen die entsprechenden Punkte B^yB^y B^ 
u. 8. f. der Menge Q ebenfalls eine einzige Grenzstelle B besitzen^ 
und der Grenzstelle A soil dann jedesmal die Grenzstelle B ent- 
sprechen. 

XJnter diesen Yoraussetzongen heifse die Punktmenge Q stetig aof 
die Punktmenge P bezogen oder ein stetiges Bild der Punktmenge P. 

Nun kommt die gewohnliche Definition eines Euryenbogens^ welche 
diesen als Ort eines Punktes erklart^ dessen Eoordinaten stetige Funk- 
tionen einer reellen Yeranderlichen sind, auf Folgendes hinaus: 

Eine abgeschlossene Punktmenge wird ein stetiger Eur- 
yenbogen genannt^ wenn sie das stetige Bild einer gerad- 
linigen Strecke ist. 

Man darf hierbei nicht vergessen, dafs dieser Begriff eines stetigen 
Eurvenbogens nicbt dem entsprichty was man sich anschauungsma&ig 
unter einem stetigen Eurvenbogen yorzustellen pflegt. In der That 
baben die Herren Peano und Hilbert^^) gezeigt^ dafs z. B. die Punkte 
eines Quadrates als ein stetiges Bild einer geradlinigen Strecke auf- 
gefaCst werden konnen. Die Punkte eines Quadrates bilden also in 
dem festgesetzten Sinne einen stetigen Euryenbogen. Freilicb ist dabei 
festzuhalten, dads die Punkte des Quadrates in einer bestimmten Anord- 
nung gedacht werden^ insofem sie eben den Punkten einer geradlinigen 
Strecke zugeordnet sind. 

Was nun den BegrifiP einer einfach geschlossenen stetigen 
Eurye angeht^ so lalSst sich derselbe an die folgenden allgemeinen Be- 
trachtungen ankniipfen: 

Die abgeschlossene Punktmenge Q sei ein stetiges Bild der ab- 
geschlossenen Punktmenge P, zugleich sei aber die Beziehung zwischen 
den Punkten der beiden Mengen eindeutig umkehrbar. (Dann ist 
oflfenbar auch die Punktmenge P ein stetiges Bild der Punktmenge Q) 

Zwei Punktmengen, die in dieser Weise eindeutig umkehrbar und 
stetig auf einander bezogen werden konnen, will ich aquiyalent nennen 
und auf diesen Aquiyalenzbegriff eine Einteilung der Punktmengen in 
Elassen grdnden. Zwei abgeschlossene Punktmengen werden hiemach 
in dieselbe Elasse gerechnet oder nicht, je nachdem sie aquiyalent sind 
oder nicht Diese Einteilung der Punktmengen in Elassen bildet, bei- 
laufig bemerkt, die allgemeinste Grundlage der Analysis situs. Die 
Aufgabe der Analysis situs ist es, die Inyarianten der einzelnen Elassen 
yon Punktmengen aufzusuchen. 
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Eine einfach geschlossene stetige Eurve ist nun eine 
Punktmenge^ welche in dieselbe Elasse gehort; wie die yon den 
Pnnkten auf demRande einesQuadrates gebildetePunktmenge. 

Hieran kntLpft sich nun weiter der grundlegende Satz: 

Wenn eine einfach geschlossene stetige Eurre in einer Ebene 
liegt, so teilt sie dieselbe in zwei Eontinua^ deren gemeinsame Be* 
grenzung durch die Eurve gebildet wird. 

In etwas anderer Fassung hat Herr G. Jordan in seinem Cours 
d'Analjse diesen Satz aufgestellt und bewiesen, wahrend f&r einen 
speziellen FaU des Satzes neuerdings Herr Schoenflies einen einfachen 
Beweis geliefert hat.") 

Sind nun so die Begriffe stetige Eurre und einfach geschlossene 
stetige Eurve festgelegt, so bedarf es noch der naheren Bestimmung 
darflber, welche Eurven im Ausspruch des Cauchy'schen Satzes als 
Integrationskurven zulassig sind. Zu diesem Zwecke mtissen wir auf 
die Definition der Lange eines Eurvenbogens eingehen. 

Liegt ein stetiger Eurvenbogen vor^ so konnen wir ibm einen 
Yom Anfangs- bis zum Endpunkte fiihrenden geradlinigen Streckenweg 
einbeschreiben und dann die Eckpunkte dieses Streckenweges auf dem 
Eurvenbogen tLberall dicht werden lassen. Nahert sich dabei stets die 
Lange des Streckenweges ein und demselben Grenzwert^ so heilst dieser 
die Lange des Eurvenbogens; der Eurvenbogen ist dann ^^ektifizierbar^. 
Im anderen Falle besitzt der Eurvenbogen keine Lange^ er ist nicht 
;p:Bktifizierbar^. 

Auf einen etwas beschifinkteren Eurvenbegriff bezogen^ hat diese 
Definition der Eurvenlange der leider so frtih verstorbene Scheeffer 
seinen Untersuchungen liber die Bogenlange zu Grunde gelegt.^^ 
Paul du Bois-Reymond hat gegen diese Scheeffer'sche Definition Ein- 
wendungen erhoben.^) Wie mir scheint, mitUnrechi Denn im Reiche 
der mathematischen Ideenbildung hat die Yerallgemeinerung nur vor 
naturlichen, nicht vor kflnstlich errichteten Schranken Halt zu machen. 
Und die Thatsache, dais dem umfassenderen Begriffe Eigenschaften des 
beschrankteren fehlen, spricht durchaus nicht gegen den ersteren, son- 
dem liegt vielmehr in der Natur der Sache.*) 

Der Gauchy'sche Satz gilt nun jedenfiEJls dann^ wenn man das 
Integral rf{z)de durch einen stetigen rektifizierbaren Eurvenbogen 
erstreckty dessen Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Dies ist in 
aller Strenge von Herm G. Jordan a. a. 0. nachgewiesen worden. 

*) In fthnlicher Weise aufsert sich, wie ich k&rzlich bemerkte, Herr Study 
am Schlnsse seiner Abhandliing „t^er eine besondere Klasse von Fnnktionen einer 
reellen Ver&nderlichen", Math. Ann. Bd. 47 (1896). 
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Einen elementaren Beweis des Gauchy'sehen Satzes bat neuerdings 
Herr Pringsheim yeroffentliclit.'^) Herr Pringsheim legt dabei seinen 
Betrachtungen aus gewissen Griliideii einen anderen, spezieller gefaCsten 
Euryenbegriff zu Grunde. Indessen ist doch zu bemerken, daCs die 
Ton Herm Pringsheim zugelassenen Euiren ebenfalls rektifizierbare 
stetige Euryen im vorhin angegebenen Sinne sind. 

Einen Yorzug der Gauchy-Riemann'schen Definition der analytisehen 
Funktion hat man darin zu erblicken, daEs dieselbe zu den wichtigen 
und interessanten Fragestellungen Anlals bietet^ die sich auf die kon- 
forme Abbildung der Flachen auf einander beziehen. Es ist ja all- 
gemein bekannt^ welche Bedeutung f&r die Fimktionentheorie Biemann's 
der Satz besitzt^ dab es eine und im wesentlichen nur eine analjtische 
Funktion giebt^ welche die konforme Abbildung eines einfeu^ zu- 
sammenhangenden Stiickes der komplexen Zahlenebene auf ein anderes 
eben solches Sttlck vermittelt. Biemann hatte den Beweis dieses 
Satzes bekanntlich auf das nicht einwurfsfreie Dirichlet'sche Prinzip 
gegrUndet. Die Arbeiten yon Neumann und Schwarz, denen sich solche 
yon Hamacky Poincare u. a. anschlossen^ haben dann, wenigstens f&r 
ausgedehnte Elassen yon einfach zusammenluuigenden Flachen, die 
Giiltigkeit des Riemann'schen Satzes nachgewiesen.^) 

Die allgemeinen Grundlagen f&r die Theorie der analytischen 
Funktionen yon mehreren Yariabeln yerdanken wir ebenfalls Weier- 
strafs und Meraj.^^) Es ist leicht, den Begriff des monogenen Systemes 
yon Potenzreihen auf den Fall zu flbertragen, wo es sich um Potenz- 
reihen mit mehreren Yariabeln handelt und damit ist dann auch der 
Begriff der analytischen Funktion mehrerer Yariabeln unmittelbar ge- 
geben. Aber die weitere Entwickelung der Theorie bietet gegenQber 
der Theorie der Funktionen einer Yariabeln erhebliche Schwierigkeiten 
dar. Beschranken wir uns der Einfachheit halber auf die Betrachtung 
eindeutiger Funktionen. Der Stetigkeitsbereich einer solchen Funktion 
wird ein Eontinuum yon 2n Dimensionen sein, wenn n die Zahl der 
Yariabeln bedeutet. Unter Eontinuum ist hierbei wieder ein Punkt- 
system gemeint, welches nur aus inneren Punkten besteht und in sich 
zusammenhangt. Die Punkte, welche die Begrenzung dieses Eontinuums 
bilden, sind die singularen Punkte der Funktion. Hier kann nun aber 
nicht, wie bei Funktionen einer Yariabeln^ jedes Eontinuum der Stetig- 
keitsbereich einer eindeutigen analytischen Funktion sein. Dies folgt 
schon daraus, dafs eine analytische Funktion yon mehreren Yariabeln 
isoUerte singulare Punkte dberhaupt nicht besitzen kann, wie man mit 
Hiilfe des yerallgemeinerten Laurent'schen Satzes leicht beweist. 

Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, dafs man bei Funktionen 
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mehrerer Yariabeln zwei Arten von auiflerwesentlich singularen Punkten 
uBterscheiden muTs. Nach Weierstrais heiist ein singolarer Pankt be- 
kanntlich aulserwesentlicliy wenn in seiner Umgebong die Funktion als 
Quotient zweier gewohnlichen Potenzreilien darstellbar ist. Ein solcher 
Punkt ist dann von der ersten oder zweiten Art^ je nachdem er fOLr 
den reciproken Wert der Funktion regular oder ebenfalls singolar ist. 
Die Frage der Einteilung der analytischen Funktionen mehrerer 
Yariabeln nach der BeschafTenbeit ihrer singularen Stellen ist bis heute 
wenig gefordert Wir besitzen in dieser Hinsicbt Anfimge in den 
beiden Satzen: 

1) Eine eindeutige Funktion, welche nur auTserwesentUcb singulare 
Stellen besitzt, ist notwendig eine rationale Funktion^)^ und 

2) Eine eindeutige Funktion, welche im Endlichen nur aufser- 
wesentUch singulare Stellen besitzt, ist als Quotient zweier 
bestandig konvergierender Potenzreihen darstellbar.^) 

Der letztere Satz ist besonders bemerkenswert wegen der grofsen 
Schwierigkeiten, die sich seinem Beweise entgegenstellten. Erst ganz 
neuerdings ist es Herm Pierre Cousin gelungen, euien allgemeinen 
Beweis des Satzes zu liefem, nachdem Herr Poincare durch wesentlich 
hohere HUlfsmittel den besonderen Fall der Funktionen von zwei 
Yariabeln erledigt hatte. 

In ahnlichen Ideenrichtungen, wie die Arbeit des Herm Cousin, 
bewegen sich fibrigens frUhere Arbeiten der Herren Biermaim und Appell, 
welche die Ausdehnung des Mittag-Leffler'schen Satzes auf Funktionen 
mehrerer Yariabeln betrefiFen.**) 

Die Cauchy-Biemann'sche Bichtung auf dem Gebiete der all- 
gemeinen Theorie der Funktionen mehrerer Yariabeln ist durch Arbeiten 
von Eronecker, Picard und Poincar^ vertreten. ^^) Diese Arbeiten be- 
schaftigen sich mit der Ausdehnung des Cauchy'schen Integralsatzes 
und seiner Folgerungen auf Funktionen mehrerer Yariabeln. 

Schliefslich mochte ich noch ganz kurz auf diejenigen neueren 
Bestrebungen hinweisen, die auf Yerallgemeinerungen der Theorie der 
analytischen Funktionen abzielen. Yon der ausgedehnten Theorie des 
drei- und mehrdimensionalen Potentiales abgesehen, habe ich in dieser 
Hinsicht zunachst Arbeiten der Herren Picard und Scheffers zu nennen.'^) 
Herr Picard verallgemeinert die partiellen Differentialgleichungen, welchen 
der reelle und imaginare Teil einer analytischen Funktion genfigrt, indem 
er die Gruppeneigenschaft; dieser Oleichungen als charakteristisch an- 
sieht. Bei Herm Scheffers handelt es sich damm, die Begriffe der 
Funktionentheorie auf Zahlensysteme zu tlbertragen, welche nicht, wie 
die gewohnlichen komplexen Zahlen, aus zwei sondem aus beliebig 
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vielen Einheiten gebildet sind. In anderer Richtung bewegen sich die 
Arbeiten mehrerer jtlngerer italienischer Mathematiker. Von mathe- 
matisch-physikalischen Yorstellungen auBgehend^ gelangt Herr Yolterra 
dazn, Funkidonen von Linien zu untersuchen^ d. h. solche Abhangigkeits- 
gesetze^ welche jeder Linie im Baume einen bestimmten komplexen 
Zahlenwert zuordnen.'^ Eine ahnliche Ideenbildimg liegt neueren 
Unterfluchungen von Pincherle, Levi-Civita und Bourlet zu Grunde.**) 
Hier werden solche Oesetze betrachtet, die aus einer beliebig an- 
genommenen Funktion eine neue Funktion entsteben lassen. Man hat 
es, in einem hoheren Sinne des Wortes, mit Funkidonen von Funkidonen 
zu thun. 

Aber ich muTs es mir rersagen, auf die in diesen Arbeiten nieder- 
gelegten interessanten Untersuchungen naher einzugehen^ da sie schon 
Hber das eigentliche Gebiet der Theorie der analytischen Funktionen 
hinausfiihren. 
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1. Sektion: Arithmetik und Algebra* 



tJber die Genera in algebraischen ZahlkOrpem. 

Von 
H. Weber in StraHsburg. 



Indem ich der ehrenyollen Aufforderung des Eomites nachkomme^ 
mochte ich Ihnen in kurzen Ziigen eine^i tJberblick geben iiber die 
Hauptresultate der algebraischen Unterfiruchimgen^ die mich in den 
letzten Jahren bescbaffcigt haben, yon denen ein Teil im 48. und 
49. Band der Mathematischen Annalen veroffentlicht ist und deren 
SchluTs im nachsten Bande erscheinen soil. Ich beschranke mich hier 
durchauB auf die Mitteilung der Resultate^ ohne die Beweise zu be- 
rdhren^ und mufs auch darin minder Wichtiges oder weniger leicht 
Verstandliches iibergehen. Auch einige an sich notwendige genauere 
I^cisierungen werde ich hier nicht erwahnen^ um nicht die Orund- 
gedanken zu verhtQlen. In dieser Hinsicht mufs ich Sie auf meine 
gedruckten Abhandlungen verweisen. 
1. Ich beginne mit der Erklarung einer Bezeichnungsweise: 

Es sei A eine AbeFsche Oruppe und B ein Teiler von A. Ist 
o;^ ein in jB nicht enthaltenes Element von A, so sind alle in dem 
System oc^B enthaltenen Elemente von den in B enthaltenen ver- 
Bchieden. Das System cc^^B = B^ heifst eine Nebengruppe zu B. 
Es kann null sein^ auch wenn die Gruppe A unendlich ist^ dafs A 
in eine endliche Anzahl von verschiedenen Nebengruppen zerfallt: 

Die Anzahl dieser Nebengruppen^ die ich mit 

bezeichnC; heifst in der Zahlentheorie die Klassenzahl von A nach 
B, oder in der Gruppentheorie der Index des Teilers B von A- 

Verh. d. 1. internat. Math.-Kongr. ZtUrioh 1897. 8 
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2. Mit Si bezeichne ich einen algebraischen Zahlkorper. Einem 
solchen Eorper adjangiere ich beliebige onabhangige Yariabley so- 
dafs ein Eorper SI entstebt, der aus der Gesamtbeit aller ganzen 
nnd gebrocbenen rationalen Funktionen bestebt, deren Eoeffizienten 
in SI enthalten sind. Diesen Eorper neime icb Funktionalkorper, 
und seine Elemente Funktionale in SI. Die Fonktionale des 
Eorpers SI werden aucb als Ideale des Eorpers SI bezeichnet. Eine 
ganze rationale Fonktion, deren Eoeffizienten ganze rationale Zahlen 
ohne gemeinscbafUicben Teiler sind, beilst primitiy. 

Es werden nnn folgende Definitionen aofgestellt: 

a) Ein Fonktional wird ganz genannt, wenn es eine ganze Funktion 
mit ganzzabligen Eoefifizienten in SI ist. 

b) Ein ganzes Fonktional, dessen Norm eine primitive Funktion 
ist, beifst ein Einheitsfunktional oder eine funktionale 
Einbeit. 

c) Zu den ganzen Funktionalen werden aulser den in a) er- 
wabnten nocb solcbe gebrocbene Funktionen gerecbnet, die sicb 
so darstellen lassen, dafs der Zabler ein ganzes Funktional im 
Sinne von a) und der Nenner ein Einbeitsfunktional ist. 

d) Funktionale Einbeiten werden aucb solcbe gebrocbene Funk- 
tionen genannt, die Quotienten von Ainktionalen Einbeiten im 
Sinne von b) sind. 

Numeriscbe Einbeiten in SI sind solcbe ganze Zablen 
in Slf deren Norm ss -|- 1 ist, oder, was dasselbe besagt, deren 
reciproker Wert gleicbfalls ganz ist. Die numeriscben Einbeiten 
in Si bilden bei der Eomposition durcb Multiplikation eine 
Abel'scbe Gruppe, die mit E bezeicbnet wird. Desgleicben bilden 
die funktionalen Einbeiten eine mit E zu bezeicbnende Gruppe. 

Sind a, /I, . . . ganze Zablen oder ganze Funktionale in A, 

und ^, y, . . . Variable, die in a, /I, . . . nicbt yorkommen, 

so ist 

^ «= arc -|- /}y -|- ... 

der grofste gemeinscbafUicbe Teiler yon a, /I, . . . . 

3. Die Zablen des Eorpers Si bilden zwar bei der Eomposition durcb 
Addition, nicbt aber bei der Multiplikation eine Gruppe, weil eben 
jede Zabl, mit Null multipliziert, dan Produkt Null ergiebt. 

Man kann aber aus Si eine Zablengruppe ausscbeiden, 
wenn man ein&cb die Null weglafst, oder, etwas allgemeiner, wenn 
man alle Zablen weglafst, die zu irgend einem festen Ideal t nicbt 
relatiy prim sind. 
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Desgleichen erhalt man aus SI eine Funktionalgruppe Oy wenn 
man alle die Fnnktionale nnterdrtlckt^ die za t nicht relativ prim sind. 

Die Qmppe enthalt die Ghnppe der numerischen Einheiten^ 
Ej und ebenso enthalt die Gruppe der Ainktionalen Einheiten^ E. 

Das aus den Produkten aller fnnktionalen Einheiten mit alien 
Zahlen gebildete System EO ist eine in enthaltene Grmppe^ 
die wir die Gruppe der Hanptideale in nennen. 

Zwei Ideale in 0_Iieif8en aqnivalent^ wenn ihr Quotient ein 
Hauptideal; also in £0 enthalten ist. Die Idealklassen sind die 
Nebengmppen zu ^0 in und es ist 

(0, EO) = h 

die Anzahl der Idealklassen im Eorper Hy die, wie bekannt^ stets 
eine endliche positive Zahl ist. 

Ich nehme nun eine in enthaltene Zahlengruppe 0' an, von der 
ich Yoraussetze, dafs die Zahl der Nebengmppen (0^ 0") endlich sei.*) 
Das System EO' ist dann eine in EO enthaltene Gruppe yon 
Hauptidealen^ und jede Idealklasse nach EO zerfallt wieder weiter 
nach E0\ Die Zahl 

(Oy EO') = h' 

ist die Anzahl dieser Elassen^ und aus allgemeinen Satzen der 
Gruppentheorie ergiebt sich 

{0,EO') = id,m^^y 

wenn E' die Gruppe der in 0' enthaltenen (numerischen) Einheiten 
bedeutei Hierdurch ist die Bestimmung des Yerhaltnisses der 
Elassenzahlen, h' : h auf die Indexbestimmung yon Zahlengruppen 
zurtlckgefahrt, namlich auf (0, 0') : (E, E'). __ 

Bezeichnen wir die Nebengruppen yon zu EO', also die 
durch 0' yerkleinerten Idealklassen mit A^yA^y . . ., -4a'_i, sodafs 
A^^^EO' ist, so konnen wir setzen 

= -4 + ^ + ... + 4k'-i. 

Auf diesen Formein beruhen unter anderen die von Gaufs und 
Dirichlet aufgestellten Beziehungen zwischen den Klassenzahlen in 
den yerschiedenen Ordnungen yon quadratischen Formen einer be* 
stimmten Determinante. 



^ Eine weitere Voraussetzimg fiber die Gruppe 0\ die noch gemacht 
werden mafs, l&fst sich nicht in kurzen Worten klar machen (ygl. Mathematische 
Annalen Bd. 49, S. 84). 

8* 
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5. Der Grnppenkorper. £s wird nun die Hypothese gemachty dab 
ein zu der Grappe O' gehoriger Edrper K' fiber SI existierty der 
folgende Eigenschaften hat Urn die an den Edrper K' zn stellenden 
Forderongen knrz aofldrfilcken zu konnen, bezeichne ich mit 

pi alle in EO' yorkommenden Primideale ereten Grades 
dea Edrpera SI, 

mit \^ alle flbrigen Primideale in SI, 
Jedes Primideal p des Eorpera SI ist in einem Eorper K' fiber SI 
entweder selbst ein Primideal^ oder es ist in mehrere Primideale 
zerl^bar. 

Die Yoraosaetznngen fiber den Eorper K' sind dann die folgenden: 

a) Der relative Grad v yon K' in bezog aof SI soil nicht grofser 
sein als h\ d. L 

b) Jedes Ideal p^ soil in JT' in lauter Primideale ersten Grades zer- 
fallen. 

c) Jedes Ideal p^ soil bei der Zerlegong im E5rper K' kein Prim- 
ideal ersten Grades enthalten. 

d) Bei den Yoraussetzungen b) nnd c) ist eine beliebige, aber endliche 
Anzahl von Ausnahmen zulassig. 

Ein Eorper K'y der diesen Forderungen geniigt^ heifst ein Gruppen- 
korper zu 0\ Ist insbesondere 0' = 0, so kann man ihn auch 
den Elassenkorper von SI nennen. 

Wenn nun die Existenz eines solcben Eorpers K' angenommen 
werden darf, so kann man aus der Thatsache^ dafs in diesem Eorper 
die Elassenzahl eine endliche, von Null verschiedene Zahl ist, durch 
die yon Dirichlet in die Zahlentheorie eingef&hrten Methoden der 
Analysis die beiden Folgerungen ziehen: 
I. Der Grad des Eorpers K' ist nicht kleiner als K, also, nach 

Voraussetzimg a), v = h\ 
11. Jede der Nebengruppen A^, ^w-i -^'— i enthSlt nnendlich yiele 
Primideale des Edrpers SI, 

Die weitere Forschung hat dami den Nachweis aolcher Gruppen- 
korper zum Ziele. Es sind bis jetzt nur wenige Falle, in denen 
ihre Existenz festgestellt ist, yon denen jetzt noch die haupfaMch- 
lichsten angef&hrt werden sollen. 

Beispiel I. 

Es sei SI der Eorper der rationalen Zahlen, der Inbegriff aller 
der rationalen Zahlen, die zu einer beliebig gegebenen natiirlichen 
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Zahl m relatiy prim sind.*) Filr 0' nehmen wir den Inbegriff aller 
ganzen nnd gebrocheneu Zablen n in 0^ die der Bedingnng 

« ^ 1 (mod. m) 

genilgen. Der Index (0^ O') ist dann die bekannte zahlentheoretische 
Funktion q>{fn), und die Nebengruppen sind die Zahlklassen nacb dem 
Modul m^ deren jede nur Zahlen entbalt^ die mit einer zu m teiler- 
fremden Zahl kongraent sind. In diesem Falle ist O^^'EO, und die 
Einf&hmng der Ideale ware nicht notwendig. 

In diesem Fall kann fOr den Gmppenkorper K' der Ej-eisteilungs- 
korper der primitiven m^^ Einheitswurzeln genommen werden, und 
die Satze I. und 11. ergeben: 

1. Die Gleichung 9)(w)*®° Grades, deren Wurzebi die primitiven 
m*^ Einheitswurzeln sind, ist irreducibel. 

2. In jeder arithmetischen Progression, deren Differenz und An- 
fangsglied relatiy prim sind, kommen unendlicb ' viele Prim- 
zaUen vor. 

Beispiel 11. 

Es sei SI ein imaginarer quadratiscber Eorper, (O, EO) = h die 
Klassenzabl, und f{lr 0' werde selbst genommen. Den Eorper K' 
giebt in diesem FaUe die Theorie der komplexen Multiplikation der 
elliptiscben Funktionen. Es ist der Eorper der Elasseninyarianten, 
oder, nacb Ej*onecker's Ausdruck, der singularen Moduln. Wir er- 
halten die beiden Satze: 

1. Die Elassengleicbung der komplexen Multiplikation ist irre- 
ducibel. 

2. Jede primitive quadratische Form stellt unendlicb yiele Prim- 
zahlen dar. 

In der Weise, wie er bier ausgesprocben ist, beziebt sicb der 
Beweis nur auf solcbe quadratiscbe Formen, deren Diskriminante eine 
sogenannte Stammdiskriminante ist. Man beweist ibn aber ebenso 
allgemein, wenn man f&r 0' eine sogenannte Ordnungsgruppe 
nimmt, d. b. die Gruppe der Zahlen in 0, die nach irgend einem 
numerischen oder idealen Modul I mit einer rationalen Zahl kongruent 
sind, die man symboliscb so bezeichnen kann 

0' = R (mod. I). 

*) Zwei Zahlen heifsen relatiy prim, wenn bei der Darstellung durch redu- 
zierte Brflche von den vier als Z&hler und Nenner auftretenden Zahlen keine 
zwei einen gemeinschaftlichen Teiler haben. Unter einer natflrlichen Zahl wird 
eine positiye ganze rationale Zahl verstanden, d. h. eine der Zahlen 1, 2, 8, 4, . . . . 
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Beispiel DDL. 

SI sei wieder ein imaginarer quadratischer Eorper. die Gruppe 
der Zahleii; die relatiy prim zu einem beliebig gegebenen Idealmodul I 
Bind. Es eei femer 0' die Gruppe der Zahlen in 0^ die nach dem 
Modul I mit einer Einheit des Eorpers SI kongment sind^ Bodab 

Bymbolisch 

0' = -B(mod.t) 
bezeichnet werden kann. 

Einen Ghrappenkorper K' erhalt man hier^ wenn man dem Elassen- 
korper deB Eorpers SI noch die Wnrzel einer TeilnngBgleichnng 
fClr elliptiscbe Fonktionen hinzuftlgt^ z. B. wenn k eine durch t teil- 
bare natOrliche Zahl und p die WeierBtrafs'sche Fonktion ist, eine 
der Grolsen 

Eine Bolcbe TeilnngBgleichnng zerfallt in Faktoren^ deren Grad 
gleicb oder kleiner ist als die Anzahl der nach dem Modnl t in- 
kongraenten Zahlen ^ geteilt durch die Anzahl der nach dem Modul t 
inkongruenten Einheiten. Die letztere Zahl ist im allgemeinen gleich 2^ 
in gewiBBen Ausnahmefallen gleich 4 oder gleich 6. Es folgt dann 
auB unseren Satzen I. 11.: 

1. Die Irreducibilitat der erwahnten TeilnngBgleichnng. 

2. Die ExiBtenz von unendlich yielen Primidealen in jeder der 
Nebengruppen von und E0\ 

Greift; man hier Bpeziell die Nebengruppen von EO herauB^ bo 
erhalt man eine Bchone Verallgemeinerung dcB SatzeB von den un- 
endlich yielen Pnmzahlen in den arithmetiBchen ProgresBionen, die 
Bich BO auBBprechen lafBt. 

iBt a eine zu I teilerfremde Zahl in Sl^ bo giebt eB unendlich 
yiele Primzahlen tt in A, die der Bedingung 

x^a (mod. I) 
genilgen. 

BeiBpiel IV. 

Auf dicB vierte BeiBpiel bezieht Bich der Titel, den ich dieBer 
Mitteilung gegeben habe; um eB darzulegen muJB ich etwaB weiter 
auBholen. 

Ich nehme eine beliebige natiirliche Zahl m alB Modul an und 
bezeichne mit M die Gruppe der nach dem Modul m genommenen 
zu m teilerfremden Zahlen. Der Grad dieser Ghruppe ist dann 
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Wenn nan SI irgend ein algebraiBcher Normalkdrper*) ist^ so ist in 
M eine Gruppe M' enthalten; die auB alien den Zahlen besteht, die 
mit Normen von Zahlen m des Eorpers A nach dem Modal m kon- 
graent Bind; diese Grappe M' soil B3nnboli8ch darch 

N{(o) = M' (moi m) 
bezeichnet werden. 

Femer ist in M nocb eine zweite Grappe M" enthalten, die aus 
alien den Zahlen beBteht^ die mit Normen von Idealen in SI nach 
dem Modal m kongraent sind^ die abo das Zeichen hat 

Die Grappe M" enthalt ihrerseits M' and mag nach M' in g 
Nebengrappen zerfallen. Wir setzen: 

Bodafs 

g — {,ja jJXL ) — ^^^ ^.,^ — ^, 

ist, wenn mit fi'' and fi' die Ghrade der Grappen M" and M* be- 
zeichnet werden. Ist M! eine der angef&hrten Nebengrappen von M"j 
BO yereinigen wir alle Ideale at, deren Norm mit einer der Zahlen 
von Mi nach dem Modal m kongraent ist^ za einem Genas oder 
Geschlecht; sodaTs ein solches Genas darch die symbolische Gleichong 

N{qx) = M! (mod. m) 

definiert' werden kann. Aqairalente Ideale gehoren dann immer dem- 
selben Genas an, sodab nicht nar die Ideale^ sondem die Ideal- 
klassen in Genera eingeteilt sind. Jedes Genas enthalt gleich viele 
Idealklassen^ and wenn wir diese Zahl mit hg bezeichnen and h die 
Elassenzahl des Edrpers SI ist^ so ergiebt sich 

gJig = h oder A^ = A -£7 • 

Diese Einteilang nach Geschlechtem ist von dem Modal m ab- 
hangig, and wir werden daher von den Geschlechtem nach dem 
Modal m sprechen. 

Ist A4 eine IdeaUdasse^ deren Ideale dem darch die Eongraenz 

N(cn) = M{ (mod. m) 

definierten Geschlecht angehoren^ so heifsen die Zahlen von Mi mit 
den Charakteren der Elasse At vertraglich. 



*) Die folgenden S&tze gelten zom Teil auch fSr nicht normale E5rper. 
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Das durch die Kongruenz 

N{a) = M' (mod. w) 

definierte Geschlecht heifst das Hanptgeschlecht fiir den Modnl m. 
Dieses Geschlecht^ dessen Ideale iind Idealklassen eine Gruppe bilden, 
werde mit %„ bezeichnet. 

Da in dem Hauptgeschlechte f&r jeden Modal m die Klasse der 
Hauptideale enthalten ist, so wird es eine gewisse Gnippe von Ideal- 
klassen geben^ die in dem Hauptgeschlechte f&r jeden Modnl m ent- 
halten isty die also der grofste gemeinschafUiche Teiler oder der Durch- 
schnitt aller Hanptgeschlechter ist. Diese Gruppe, die ich mit 9 
bezeichne, heifst das absolute Hanptgeschlecht. Die Gruppe % ist 
in der Gruppe @ der samtlichen Idealklassen enthalten, und die Neben- 
gruppen ^^ %i; %; • • . heifsen die absoluten Geschlechter. 

Sind m^y m^ zwei relative Primzahlen, so ist %nym^ der Durch- 
schnitt Yon S(m^ und S(m,. Daraus ergiebt sich, dafs man das absolute 
Hanptgeschlecht finden kann, wenn man die Hanptgeschlechter 9^ 
unter der Yoraussetzung kennt, dafs m=^j^ eine Potenz einer Prim- 
zahl ist. Auch giebt es immer Moduln m von der Art, dafs %„, mit % 
identisch ist. 

Ich nenne nun p eine charakteristische Primzahl, wenn f&r 
irgend einen Exponenten A das Hanptgeschlecht %i von der Gruppe @ 
yerschieden ist. 

Ist A der grofste Exponent, fUr den 31^ von 81^— i verschieden 
ist, so nenne ich j^ die charakteristische Potenz von p. Das 
Hanptgeschlecht % kann dann auch als der Durchschnitt aller Ge- 
schlechter %^ f&r alle charakteristischen Primzahlpotenzen p^ be- 
stimmt werden. 

Es gilt nun der Satz, dafs es f&r jeden Normalkorper SI nur eine 
endliche Anzahl von charakteristischen Primzahlen, und fBr jede von 
ihnen eine endliche charakteristische Potenz giebt. Bei ihrer Be- 
stimmung spielt die Eorperdiskriminante /t und der Korpergrad n 
eine entscheidende RoUe, und zwar gelten die folgenden Satze: 

1. Eine Primzahl, die nicht in /t aufgeht, kommt nicht unter den 
charakteristischen Primzahlen vor. 

2. Eine Primzahl p, die in J^ aber nicht in n aufgeht, kommt 
nur dann unter den charakteristischen Primzahlen vor, wenn 
p — 1 und n einen gemeinschaftlichen Teiler (grolser ab 1) 
haben. 

3. Die charakteristische Potenz einer Primzahl p ist nur dann 
hoher als die erste, wenn p ungleich in /I und in n aufgeht. 
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In dem letzteren Falle ergiebt sich noch eine obere Grenze f&r 
den Exponenten der charakteristischen Potenz von p, die ioh hier 
nicht angebe. Dies alles aber lalist sich^ nebst einer Erweiterung auf 
die Ordnangen^ an dem yon Gaofs dnrchgefQhrten Fall des quadratischen 
EorperB sehr schon verifizieren. 

Diese Geschlechter-Eiiiteilnng benutze ich nun in folgender Weise 
znr Bildung yon Zahlgruppen. Ich nehme einen beliebigen Modal m, 
etwa BOy dafs %n mit S schon tLbereinstimmt, yerstehe unter die 
Grappe der Zahlen aus Sly die relatiy prim zu m sind^ und iinter 0' 
die Gruppe aller der Zahlen g)\ deren Norm mit 1 kongruent ist, die 

also der Bedingung 

N{a/) = 1 (mod, m) 

geniigen. Da hier die Gruppe 0' alle numerischen Einheiten enthalt^ 
so ist in diesem Falle (jE, E') ^ 1 und die Formel in Nr. 4 giebt 

h' = h(0,Oy 

Es ist aber andererseits (0^ 0') gleich dem Grade q)(m) der 
Grappe M\ also = fiy sodafs sich 

ergiebt. 

Wenn nun SI wieder ein imaginarer quadratischer Eorper ist^ so 
erhalten wir fllr die so definierte Grappe 0' einen Gruppenkorper K', 
wenn wir dem aus der komplexen Multiplikation stammenden Elassen- 
korper yon SI die m}^ Einheitswurzeln adjungieren. 

Nach einem Satze yon Eronecker lafst sich die Elassengleichung, 
deren Grad gleich der Elassenzahl ist, durch Adjunktion der Quadratr 
wurzeln aus den charakteristischen Primzahlen in soyiele Faktoren 
zerlegen, als es Genera giebt. Diese Quadratwurzeln sind Ereis- 
teilungszahlen, die dem Eorper der mf^ Einheitswurzeln angehoren. 
Unsere beiden allgemeinen Satze I. und 11. konnen dann hier an- 
gewandt werden und ergeben die beiden folgenden Besultate: 

1. Die Elassengleichung ist auch in dem Eorper, der alle Einheits- 
wurzeln enthalt, nicht weiter zerlegbar, als es der Eronecker'sche 
Satz erlaubt. 

2. Jede quadratische Form mit negatiyer Diskriminante steUt 
unendlich yiele Primzahlen dar, die zugleich in einer mit 
den Charakteren der Elasse yertraglichen Linearform ent- 
halten sind. 

Der letzte Satz ist yon Dirichlet (fiir positiye und negatiye 
Diskriminanten) ausgesprochen, und yiel spater yon dem zu frtlh yer- 
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storbenen A. Meyer^ den wir heute in unserem Kreise nicht mehr 
unter uns haben^ auf einem anderen Wege bewiesen worden. 

Er trat bisher unTennittelt iind^ wie mir schien^ ziemlich will- 
ktbrlich in die Theorie ein^ and der Wnnsch, ihn in seiii^m Zusammen- 
hang mit der allgemeinen Theorie der algebraischen Zahlen zn ver- 
Btehen^ war ftlr mich der erste Anstofs zu den Untersuchungen^ deren 
Hauptresoltate ich hier mitteilen wollte. 



Eonstituententheoriey eine neue, prinzipielle und genetische 
Meihode zur Inyariantentheorie. 

Von 
C. Reuschle in Stattgart. 



Sylvester hat bekanntlich f&r samtliche ^^inTariante Bildungen'^ 
den Namen Eonkomitanten Torgeschli^eny das Wort hat aber bisher 
keinen rechten Eingang gefimden und doch kann dasselbe als sehr 
zatreffend bezeichnet werden, zumal da es^ als tautolog^oh, sich noch 
Tereinfachen la&t, es gentLgt^ ^Eomitante^ zu sagen. In der That 
treten die Eomitanten in der Eonstituententheorie ab ^^begleitende 
Funktionen^' der gegebenen Funktionen*) gleichsam ganz von selbst 
anf, ohne dab man von der linearen Transformation^ bezw. Ton der 
Definition des Begriffs Invariante auszugehen brancht: 

Die Komitanten ergd>en sich samt den ewischen ihnen hestehenden 
Belationen cis unmittdbare Fdlge, ohne jegliche Bechnung aus den fundor 
menUden KonsHtuentenformelsffstemen, letetere selbst aber werden tms den 
Definitionsgleichungen der gegAenen Fmktumen und ihrer KonsHtuenten 
dufth Eliminationenj beetv. durch EUmtnationen und Differentiationen in 
emfacher Weise gewonnen. 

Zngleich erhalt man eine ^^tdrliche^ Symbolik^ die an EtLrze und 
trbersichUichkeit kaum etwas zu wtlnschen tlbrig lassen dfirfte. 

Aulserdem m5chte ich noch die padagog^che Seite der Eonsti- 
tuententheorie betonen^ insofem es mit ihrer Hilfe moglich ist, einen 
der Inyariantentheorie ganz TJnkundigen in kUrzester Zeit derart in 
diese Theorie einzuf&hren^ dais er selbst das Gebaude weiter auszubauen 
im stande isi 

TJm das bisher Gesagte nachzuweisen und damit zugleich den be- 
sonderen Namen Eonstituententheorie zu rechtfertigen, mochte ich mir 
erlauben, in der ersten Halfte meines Yortrags die Ghimdli^en der 

*) Unter Fnnktionen sind im Folgenden stets ganze homogene algebraische 
Fnnktionen verstanden. 
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Eonstituententheorie — nur den Euler'schen Homogensatz und die 
Elemente der Detenmnanten voraussetzend — f&r das temare Gebiet 
zuerst Yom algebraischen, dann vom geometrischen Standpunkt aus zu 
entwickeln, im zweiten Teile werde ich, soweit die Zeit reicht, nur 
noch in Umrissen skizzieren. 



1st f eine Homogenfunktion m*®' Ordnung in x^y x^y x^y und setzt 
man, wie gebrauchlich, 

so mogen die ft die ersten, die fit(=f^i) die zweiten u. s. w. Eon- 
stituenten von f heifsen; alsdann hat man im ternaren Gebiet nach 
dem Euler'schen Homogensatz f&r die Funktion f 

(1) /•=/i^ + /,a:, + /-,a^ = |/-a;|*) [«] 

als erste oder explicit-lineare Eonstitnentenform, deren Eoe£S- 
zienten die ersten Eonstituenten (m — l)**' Ordnang sind. Weiter 
hat man fttr die ersten Eonstituenten: 

( /i == filial + /ij«j + /ijai, = \fix\ 

(2) f, = fn^i + fn^a + f»x^ = l/i^l 

als explicit-lineare Formen, deren Eoeffizienten die zweiten Eon- 
stituenten (m — 2)^ Ordnung sind. 

Aus diesen Definitionsgleichungen der Funktion f und ihrer ersten 
Eonstituenten ergeben sich nun durch Eliminationen der expliciten x 
zugehorige Eonstituentenformelsysteme, welche erste und 
zweite Eonstituenten enthalten. 

Setzt man namlich zur Abktlrzung die aus den zweiten Eon- 
stituenten gebildete Determinante der ersten Eonstituenten 



, kuTz: /;= \fix\ [w — 1] 



*) Diese Abkfirzung mOge als Abschleifuog der GauTs^scheii Bezeichniuig 
[a5] » ttj 5i -)- 0^5, + ' * * f welche in der Methode der kleinsten Quadrate tlblich 
ist, betrachtet werden. — Die in eckiger Klammer hinter den Gleichungen bei- 
gesetzten Zahlen sind die Ordnungszahlen (Grad in den x^; stehen hinter einer 
Gleichung zwei durch ein Eomma getrennte Zahlen in der eckigen filammer, so 
ist die erste die Ordnungszahl , die zweite die Klassenzahl (Grad in den u^. — 
£s mOge noch bemerkt sein, daCs beim Vortxag in Z^ch alle folgenden Gleichungen 
auf Tableaux geschrieben, und dafs zur grOfseren t^ersichtlichkeit diejenigen 
Gleichungen, deren Nununem den Index D tragen, den gleichnumerierten Glei- 
chungen dualistisch gegendbergestellt waren. 
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(3) 



F*) 



[3m — 6] 



(2a) 



, kurz: ¥*Xi=\Fif\ [3m— 5] 



fit /u /i» 

ht /« /«8 

/ii fsst /m 

und bezeiehnet deren Unterdetennmanten (2m — 4)***' Ordnung mit F^ 
(Fn^Fki) und nennt dieselben die adjungierten Eonstituenten 
der fiky so erhalt man durch Auflosung der Gleichungen (2) nach den Xiy 
d. h. indem man immer je zwei der explicit-linearen x eliminiert: 

r-^-=F^ft+F„f,+F„f,^\F,f\ 
r-x,=F,,f,+F„f,+F„f,=\F,f\ 

tia ein erstes EonstituentenformelBystem. Eompooiert man das- 
selbe nnter Adjangierung der Funktion I. Ordnung and I. Elasse 

(4) «j«i + M,a^ + «»«s = |««| [1, 1] 

mit den ui, so erliSlt man die Funktion (3 m — 5)'*' Ordnung und 

I. Elasse: 

(-Fu«i + -FuW, + F,,u,)f, 
+ (F„«i + F„u, + F„u,) f, [3m- 5, 1], 
+ (F,,u, + F„u, + F^u,)f, 

setzt man die hierin auftretenden Elammergr5fsen nach Analogic mit 
(2) zur Abkfirzung gleich F{, bo erlialt man als SeitenstUck zu den 
Funktionen (2) die Funktionen: 

F,=F,^u,+F^u,+F,,u,=\F,u\ 



(5) 



F-|Ma:l = 



(2): 



,kuiz:l?;=|i^u| [2m— ^1], 



F,=F,,u,+F„u,+F„u,=\F,u\ 
\F,=F,,u,+F„u,+F^u,^\F,u\l 

komponiert man diese noehmals mit den Ut und bezeichnet die enir 
stehende Funktion mit F, so erhalt man als Seitenstfick zur Fimktion f 
die Funktion: 

(l)i> F=F,fi, + F,u^ + F,u, = \Fu\ [2m - 4, 2]. 

Oemafs (2)d geht die Funktion (5) Uber in: 

F-luarl = F,f, + F,f, + F,f, = \Ff\, 
also: ^ 

(5') ¥'\ux\ = \Ff\ [3m — 5, 1]. 

Durch Auflosung der Gleichungen (2)d nach den Ui erhalt man 
als SeitenstQck zu (2a) das weitere Eonstituentenformelsystem: 



*) Dieser Buchstabe wnrde beim Vortrag „Fe8^* gSBprochen. 
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(2a)D 



, kura: ?-»i=\ftF\ [3m— 6,1]. 



(1,)!. 



[2m — 4, 2]. 



Des Weiteren geben die Gleichiingea (2), mit den X4 komponiert^ 
gemafs (1) fQr die Fonktion f 

^ *^ = (/lai + f,^ + /i^.)« = IM« '^ ^ ^ 

als zweite oder explicit-qnadratische Fomiy deren Eoeffizienten 
die zweiten Eonstituonten (m — 2)^' Ordnung sind; analog geben die 
Gleichnngen (2)d, mit den u^ komponierty 

Femer: die Gleichnngen (2a)y mit den ft komponiert^ geben: 

(6) F ./= F,J* + 2 J-^A^, + \Ff\m [4m - 6, 0], 

nnd die Gleichnng (2a)D; mit den Ft komponiert^ geben: 

(6)b r'F^f,,F,' + 2U,F,F, + |/J»|W [5m-10,2], 

wahrend die Formeln (2a)D, mit den Xi komponiert^ wieder die Glei- 
chnng (5") geben^ womit ein erster in sich geschlossener Opera- 
tionskreis angezeigt isi 

Nimmt man nnn, als am nachsten liegend, \fx\ und \ux\ za- 
sammen nnd eliminiert ans 

I \UX\ = «,»! + tljO^ + 0,05, J 

der Reihe nach je ein ezplicites x, so erluilt man: 

\fx\-u,-f,\ux\^ (f,u,)x, -(A'^KHrfT'^ 

J II Xj x^ a 



-A 



-A 



-A 



}f 



woftlr man kurz die leicht dem Gec^htnis sich einpi^ende ^^Matrix 
gleichnng^' schreiben kann: 



Q) 



\M\fx ft U 

\ux\ i 1*1 u, u. 



(^,«,) (/;«i) (/!«.) 

x^ x^ x^ 



Ki], 



^ Um das symbolische Qaadrat anzudeaten, ist der Exponent, wie beim 
Taylor^schen Satz mit mehreren Yerftnderlichen grebT&nchlich, in S^ammem ein- 
geschloBsen, dberdies sind die symbolisch zu qaadiierenden Koef&zienten durch 
Unteratreichen gekennzeichnet. 
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wenxL man unter dem Symbol |{ {| as || |{ das System der drei Glei- 
chimgen yersteht^ die man erhalt, wenn man die Determinanten der 
einen Matrix gleich den entsprechenden der anderen setzt^ und wenn 
das Symbol links^ das man eine ^geteilte Matrix^' nennen kann^ 



der Reihe nach die drei Determinanten und ^^cyklisch weiter'' 

\ux\ Xi 

bedeuten soU. 

Eomponiert man die, drei Gleichnngen reprasentierende, Matrix- 
gleichnng mit den Fi^ damit links die Fonktion F erscheint^ so er- 
giebt sich gemafs (5") (ygl. auch das ausf&hrlichere Schema oben): 



\M 



\t*x\ 



if.O if.O (/;u.) 

Xi x^ x^ 

F, F, F, 



\Ff\ _ f F-M 
\Fu\ "" |»ir| F 
='{{fu)xF)'^{fu{xF)) 

- (/•.«,)(^^,)+(A««i)(ai^i)+(/i«S)(^-P'.) 
='\{fu){xF)\, 



\(fu)(xF)\ = F'f—V'\ux\* [3m — 4,2]; 



fdso: 

(7) 

man gewShnt sich rasch daran^ diese letzte Gleichnng direkt ans der 
Matrixgleichnng abzolesen. Oanz auf dieselbe Relation wUrde anch 
die anf \Fu\ nnd \xu\ angewandte Matrixgleichnng dnrch Eomponie- 
nmg mit den fi f&hren, womit ein zweiter in sich geschlossener 
Operationskreis angezeigt isi 

Mit diesen wenigen nnd einfachen Hilfsmitteln ist also aus den 
Definitionsgleichungen der Fonktion f nnd ihrer ersten Eonstituenten 
nnter Adjnngierong der Fnnktion \ux\ und durch Eomponierungen 
der bisherigen drei Eonstituentenformelsysteme (2a), (2a)D und (I) 
eine Reihe weiterer Funktionen hervorgegangen; werden alle diese 
Funktionen, f selbst mitzaMend, begleitende Funktionen oder Eomi- 
tanten genannt, so hat man neben den 4 Eomitanten 

F 
[3w — 6, 0] 
f \^x\ F 

[m,0] [1,1] [2m -4, 2] 

die Tier weiteren nebst zngehSrigen Relationen 

\Ff\<^*) = F/ \Ff\ — ?-\ux\ \fFY^ — F-F 

[4m — 6, 0] [3m — 6, 1] [6m — 10, 2] 

\(fu){xF)\='F-f-?-\ux\*', 

[3m — 4^ 2] 
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die yier letzteren sind ganze rationale Fonktionen der vier ersteren 
and damit als reducible Eomitanten gekennzeichnet*) 

Nun zur geometrischen Betrachtung des Bisherigen und zwar f&r 
den einfachsten Fall, in welchem zweite Eonstituenten existieren, d. h. 
wenn w = 2, also f ein Kegelschnitt**) und daher die fn und so- 
mit auch die Fit und F konstant sind. Die Ordnungs-Elassenzahlen 
der Eomitanten werden jetzt: 



F 

[0,0] 



f [2,0] |J'/-p=F/ 

\ux\ [1,1] \Ff\ =F.|u^| 

F [0,2] |/yp)=F.J' 



\{fu){xF)\^F'f—T'\ux\\ 
[2,2] 



Die letzte Eomitante, fQr welche man links eine monomische, 
rechts eine binomische Form hat, ist es, welche die geometrische 
Deutung vermittelt. 

Betrachtet man zunachst die Gerade Ut ab gegeben, so ist aufser 
F auch F eine Eonstante, die Eomitante [2, 2] ist also eine Eurve 
n. Ordnung, welche gemafs der monomischen Form den Punkt 
mit den Eoordinaten Fi als Doppelpunkt***) hat und welche 
gemals der binomischen Form den Eegelschnitt f beriihjrt in seinen 
Schnittpunkten mit der Geraden |tta;{; also: 

\{fu){xF)\^F'f—?'\ux\^ ist das Tangentenpaar im f'Schnitt- 
pumktepaa/r der Geraden \ux\ und Fi ist der Doppdpunkt des Tcmgewten- 
paareSj der sogenannte Pol der Greraden Ui. 
Ist F :== 0, so geht das Tangentenpaar fiber in 

\f{uKxF)\=F'f, 

d. h. in den Eegelschnitt f selbst, der also Ton Hans aus ein Geraden- 
paar sein mufs; also: 

F = hesagt, dafs der Kegelschnitt f in ein Geradewpaar zerfaUt; 
ist aber JP = 0, so geht das Tangentenpaar tlber in 

\{fu){xF)\ F.|ua;|S 

*) Der Zahlenkoeffizient Ton m in den beigesetzten Ordnungs-Elassenzahlen 
ist die Oradzahl der Eomitante (Grad in den konstanten Eoef&zienten yon f). 

^ Statt „^ ist die Funktion eines Eegelschnittes *' oder „/*»» ist die Glei- 
chung eines Eegelschnittes*^ soil der Efirze w^en im Folgenden meist gesagt 
sein: y^f ist ein Eegelschnitt^^ etc. etc. 

••♦) Denn far x. = F^ verschwinden nicht allein die Determinanten (ar-F), son- 
dem auch die Determinanten (/'«), da gemafs (3) und (Sa)p 
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d. h. in die doppelt zu denkende Gerade \ux\, welche also Tangente des 
Eegelschmttes f ist; abo: 

F ist der Kegdschnitt in LiniefJcoordinaten. 

Oanz analog erhalt man bei gegebenem Xi den znm obigen Satz 
dualistischen Satz: 

\{fu) {xF)\ =f'F — F • \xu\^ ist das Beriihrungspunktepaar des 
F'Tangenienpaares des Punktes \xu\ and fi ist die Doppelgerade des 
Beriihrung^punktepaares (die Beriihrungssehne des Tangentenpcuxres), die 
sogenannte Polar e des Punktes Xi, 

Die KomitarUenrdoHon \Ff\ = F • |tta;| besagt aber: liegen Xt und 
Ui vereinigt, so liegen auch fi tmd Ft vereinigt und umgekehrt, sie spricht 
also den FwndamevMsaie von Pol und Polare aus; eine kQrzere ana- 
IjtiBche Form fQr diesen Satz ist wohl nicht denkbar. Ebenso einfach 
sind die Deutungen der zwei tLbrigen Eomitantenrelationen. 

Von hier an werde ich nur noch in Umrissen skizzieren. Wahrend 
die einzelnen Formeln eines Eonstitnentenformelsystems natUrlich vom 
Eoordinatensystem abhangig sind, sind die daraus durch die obigen 
Eomponierungen erhaltenen Eomitanten und Eomitantenrela- 
tionen, wie geometrisch unmittelbar einleuchtet, vom Eoordinaten- 
system unabhSngig, also invariant, was hinterher durch Ausfiihrung 
der linearen Transformation in bekamiter Art leicht analytisch nach- 
znweisen ist. 

In der begonnenen Weise systematisch fortfahrend erMlt man als 
wichtigste Formelsysteme mit zweiten Eonstituenten, welche 
zu f und F gehoren, die folgenden vier 

I u. cyklisch weiter j ' 



(n)D 



(na){ 



j J?li-F — -Fi* = F . (fyusY^ \ 



(na)B { 



JPu/— F.a?i» = (/i/8)Wj 

F . (/u J' — F . Mi») = ( J?i Jb) («) j 

Dieselben konnen in verschiedener Weise hergeleitet werden, z. B. 
das System (11), indem man die Matrixgleichung zunachst auf je zwei 
der Gleichungen (2) und dann auf Oleichung (1) und je eine der 
Gleichungen (2) anwendet, amdog die ubrigen. 

Jedes der Formelsysteme reprasentiert 3-3, d. h. 9, oder wegen 
fik = fki vielmehr nur 6 Gleichungen; in der Anwendung genilgt es 

Yerh. d. 1. interact. Mathem.-Kongr. ZOrloh 1807. 9 



130 n. Teil: WissenBchaftliche Vortr&ge. 

aber, immer nur die erste Formel anzuschreiben; z. B. aus dem 
Schema (11 a) mit dem beigesetzten Eomponiemngsfaktor t^^ 



(Ila) 



F^f-?.x,* = if,fJ*^ 



)l^*- 



d. h. aus dem Formelsystem (Ila), komponiert mit den Quadraten und 
doppelten Produkten Ton f^, u^y t^ liest man nnmittelbar ab: 

\Fu\i^).f-F.\ux\'={fuf)^^). 

= F'f—¥'\ux\* 

man brancht namlich nur einmal das vollstandige System der 6 For- 
meln samt den komponierenden Faktoren anzuschreiben und man Uber- 
zeugt sich sofort, daTs man einfach jedem Glied der Eonsti- 
tuentenformel den komponierenden Faktor, hier das ti, 
innerhalb der Vertikalstriche bezw. der Klammern mit Weg- 
lassung aller Indices beizusetzen hat; bei Weglassung des 
Doppelindex, wie beim Koeffizient F^^ von f hat man F zu 
schreiben und den Exponenten in Elammer zu setzen. 

Ganz analog erhalt man aus (na)D durch Eomponierung mit 
x^ ... 

¥'[\fx\^^)'F-¥'\ux\'^ = {FxF)^^)', 

= F[F/--F.|uxn 

also mit Hinzunahme der bisherigen Residtate: 

|(/w) (xF)\ = (/M/)« = iE^p^ = F.f- F . |«a;|», 

sodaTs ftir diese reducible Eomitante drei verschiedene mono- 
mische und eine binomische Form, deren jede von Bedeutung ist, 
gewonnen sind. Gerade in dem Umstand, dafs man in der Eonsti- 
tuententheorie eine ganze Reihe verschiedener Formen fSr ein und 
dieselbe Eomitante mit so grofser Leichtigkeit erhalt, dfirfte, abgesehen 
von der sonstigen Einfachheit, ein besonderer Yorteil dieser Theorie 
liegen. Neben der theoretischen Bedeutung der verschiedenen Formen 
fQr ein und dieselbe Eomitante, steht aber auch noch ein praktischer 
Yorteil: ist namlich ffir f irgend eine spezielle Funktion gegeben, so 
erhalt man, da eine in der Eonstituentensymbolik geschriebene Eomi- 
tante fiir eine spezielle Funktion mit kleiner MUhe sich berechnen 
lafet, durch Beniitzung der verschiedenen Formen der Eomitante in 
der t^ereinstimmung der ausgerechneten Besultate, sehr gute Proben; 
an solchen fehlt es uberhaupt in der Eonstituententheorie nirgends; 
da dieselbe den ausgiebigsten Gebrauch vom Prinzip der identischen 
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Transformation macht, weshalb die Eonstituententheorie anch Algebra 
der identischen Transformation genannt werden konnte. 

Die Wichtigkeit der vier Formelsysteme (II) ^ denen auch noch 
andere zosammengesetztere mit zweiten Eonstitaenten zur Seite stehen, 
und an welche bei femerem Aufban der Theorie nattlrlich auch Eon- 
stituentenformelsysteme mit hoheren Eonstitaenten sich anscUiefsen, 
ergiebt sich daraus, dab schon mit Hilfe dieser vier Formelsysteme 
eine aulserordentliche Menge Ton Folgerongen und Satzen zu erhalten, 
zahlreiche Anfgaben in sehr ein£&cher Weise zu losen sind, wobei ich 
noch als ein wesentliches Moment der Eonstituententheorie hervor- 
heben mochte, dafs man gar nicht notig hat^ Probleme zu stellen, 
diese stellen sich von selbst: man braucht nur die Formelsysteme 
in aUen moglichen Weisen eu komponieren, wobei man algebraische 
Identitdten und bei geometrischer Deutung geometrisdie Sdtze erhaU, wie 
das oben ausgefQhrte Beispiel gezeigt hat (vgl. auch S. 139 unten). 

Die hauptsachlichsten Eomponierungen (ygl. auch S. 134) sind: 

a) Eomponierungen mit Yeranderlichen, sei es mit kogredienten 
Oder mit kontragredienten, sei es mit einfachen oder mit zu- 
sammengesetzten ; 

b) Eomponierungen mit Eonstituenten, sei es mit einfachen oder 
zusammengesetzten, sei es mit Eonstituenten der ursprtLnglichen 
Funktion oder mit Eonstituenten neu hinzugenommener, bezw. 
neu hinzugetretener Funktionen^ wozu nattlrlich auch Eompo- 
nierungen mit Eonstanten gehoren, da eine Eonstantenreihe stets 
als letzte Eonstituenten einer Funktion betrachtet werden konnen; 

c) Eomponierungen mit Faktoren, die aus Veiunderlichen und Eon- 
stituenten zusammengesetzt sind; 

d) Eomponierungen mit Differentialen; etc. etc. 

Die Eomponierungen zur Gewinnung von Eomitanten sind dimen- 
sionale.*) Ein weiteres Merkmal fiir eine Eomitante in der Eon- 
stituentensymbolik bildet auch die Moglichkeit ihrer Schreibweise ohne 
Indices. 

Nimmt man aber nicht-dimensionale Eomponierungen Tor, 



*) Qeht man nftmlich aaf nicht homogene Funktionen zurtlck, indem man 
Xj y^ 1 an Stelle von ^, ^, ^ gesetzt denkt, und betrachtet man x, y als 
OrOfsen enter Dimension, eine Funktion m^' Ordnong in x und y, beginnend mit 
a^a^-\- ' ' als GrOfse m^' Dimension, somit a^ als GrOfse nullter Dimension, 
80 kann man leicht eine Dimensionsskala fiir die Terschiedenen Eonstituenten 
und damit auch fOr die einzelnen Formeln eines Formelsjstems anlegen, alsdann 
sind die Eomponierungen so vorzunehmen, dafs jedes einzelne Glied der ent- 
stehenden algebraischen Identit&t Ton derselben Dimension wird. 

9» 
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oder komponiert man nnr einen Teil der Formeln eines FormelBystems, 
so erhalt man Funktionen nebst zngehdrigen Relationen, deren geo- 
metrisclie Dentung metrische Satze liefert; z. B. ist ana den drei 
ersten Formeln des Systems (II) die Brennpunktstheorie der E^el- 
schnitte in einfacher Weise zu entwickeln. Auch die geometrische 
Deutung der einzelnen Formeln eines Formelsystems ist yon analy- 
tisch-geometrischem Interesse, z. B. giebt die letzte der Formeln (11 a) 
Tfir Descartes'sche Eoordinaten das Asymptotenpaar des Eegelschnitts f 
in monomischer und binomischer Form. 

Nimmt man endlich Eomponienmgen mit Differentialen u. dei^L 
Yor^ so erhalt man in durchans genetischer Weise Identitaten bezw. 
Satze, welche in der Tbeorie der AbeFschen Integrale, sowie in der 
Theorie der Beriihrangstransformationen eine Bolle spielen; etc. etc. 



Im AnschluTs an die obigen Formelsysteme (11) mochte ich einen 
kleinen Exkurs anf das binare Gebiet machen; aber nur in soweit^ 
als ich es' nachher notig habe. In diesem existieren die Formeln 
rechts, welche Linienkoordinaten enthalten, natiirlich gar nicht, die 
beiden Formelsysteme links gehen in das eine zusammen: 



/w/ — f\f% == — ¥*XiX2 

fnf—fi? = F.a^i* 



wo F = 



/ii /in 

isi fn 
das binare F ist. 



Fdr die qnadratische Funktion in der Form 

/•= aa^ + 26a; + c = (aa? + &)ic + (fta; + c) 

= I • ^ + ^ (znr Abk.), 

wo I, ri die ersten und a, hy c die zweiten Eonstituenten sind, lantet 
dieses Formelsystem: 

«/ = ? +rf 



wo S 



ac 



h\ 



6/= gij — rf.flc 

Dasselbe kann natiirlich auch ganz elementar algebraisch hergeleitet 
werden. Dabei ist mir nur auffaUend, dafs dieses Formelsystem als 
ein System zusammengehoriger Identitaten noch nii^ends aufgestellt 
ist, obwohl die erste Formel eine nicht selten gebrauchte ist und die 
letzte dieselbe Relation fQr die BeciprokaLfonktion von f ausspricht. 
Aber gerade in der EUnzuftigung der mittleren Formel und in der 
Zusammenstellung zu einem Eonstituentenformelsystem liegt der Schwer- 



B. Yorir&ge der Sektionssitzungen. 133 

punkt, da durch Komponiemngen desselben wieder eine Ffille von 
Folgernngen fast miiheloB gezogen werden kdnnen und zwar sowohl 
auf dem Gebiet der Algebra, wie der Analysis, auf dem Gebiet der 
projektiven, wie der metrischen Geometrie. Als Beispiel sei nur an- 
gefBhrt, dafs mit Hilfe des Formelsystems a/* = |* + tf etc. die 
Cayley'schen Syzyganten (s. auch S. 135) fftr die binare kubische 
und biquadratische Fnnktion ganz elementar algebraisch und zugleich 
genetisch gefunden werden, sodafs die auf diese Syzyganten sich 
grOndende sog. invariantentheoretische Auflosungen der ku- 
bischen und biquadratischen Gleichung rein elementar-algebraische 
genannt werden konnen. — 



Ich kehre wieder zum ternaren Gebiet zurUck. Was die Eomi- 
tanten des simultanen Systems zweier Eegelschnitte f und g anbelangt, 
so zeigt die Tabelle auf der folgenden Seite, wie man aus den beiden 
Formelsystemen (II) und (11 a), indem man dieselben der Beihe nach 
mit den ftlnf angeschriebenen Faktoren (Faktorenreihen) komponiert, 
die 14 Simultankomitanten ohne weiteres ablesen und hinschreiben 
kann, welcbe mit den zu f und g allein gehorigen 7 Eomitanten 

F 

f F 

g ^ ^ G 

G 

nach dem Gordan'schen Satz das yoUstandige System der 21 Fun- 
damentalkomitanten zweier Kegelschnitte mit einerVariablen- 
reihe x und einer Variablenreihe u bilden. 

Dabei sind die durch das Wort „und" verbundenen durch Ver- 
tauschung von f und g u. s. w. entstanden, wahrend die durch die 
Worte „und dualistisch^' verbundenen durch Dualisation, d. h. durch 
Yertauschung der kleinen und grofsen auf die beiden Eegelschnitte 
beztlglichen Buchstaben und durch Yertauschung von x und u ent- 
st^den sind, wie sie auch direkt aus den dualistischen Systemen (II)d 
und (Ila)D zu erhalten waren: 
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Zugleich liest man, wie in den obigen Beispielen, zu jeder der 
Eomitanten eine Eomitantenrelation ab und gewinnt jedesmal 
weitere reducible Komitanten, aber gerade solche, welche in 
direkter nnd geometrisch wichtiger Beziehung zu den betreffenden 
Fundamentalkomitanten stehen, und diese reduciblen Eomitanten 
sind es eben, welche, wie im eingangs auggef&hrten Beispiel, die 
geometrische Deutung yermitteln. 

Aber auch an sich konnen reducible Eomitanten nebst den zu- 
gehorigen Relationen yon Bedeutung sein, wenn dieselben wichtige 
und fundamentale Satze in einfachster Form aussprechen, wie 
es z. B. bei der Relation 

\Ff\^F.\ux\ 

oben der Fall war; dabei zeigt sich, da& die am nachsten liegenden 
Eomponierungen, bezw. diejenigen, bei welchen die komponierenden 
Faktoren die einfachsten sind, im allgemeinen auch die wichtigsten 
und fundamentalsten Satze aussprechen, bezw. interessante geo- 
metrische Aufgaben losen, wie das SchluTsbeispiel zeigen soil. 

Die Hauptsache aber ist, dafs die reduciblen Eomitanten auch die 
Aufstellung der Sjzyganten yermitteln. An der Hand der letzten 
Tabelle lafst sich aber leicht zeigen, wie dieselben in einfacher Weise 
zu erhalten sind. Bei Eomponierungen mit zusammengesetzten 
Faktoren, wenn man z. B. mit den Quadraten und doppelten Produkten 
yon zweireihigen Determinanten komponiert, wie in den drei letzten 
FSHeu der Tabelle auf S. 134, tritt sowohl links als EoefGizient yon f als 
auch rechts eine reducible Eomitante auf, erstere lafst sich durch 
bereits schon yorhergehende Eomponierungen leicht in Funktion yon 
irreduciblen Eomitanten ausdrUcken, ftir die letztere ergiebt sich mit 
Hilfe der Matrixgleichung sofort eine zweite Darstellung durch andere 
irreducible Eomitanten, damit erMlt man also Relationen zwischen 
irreduciblen Eomitanten, d. h. sogenannte Syzyganten. 

Und wie die Eomitantenrelationen nur Ablesungen aus den 
Eonstituentenformelsystemen sind, so sind die Rechnungen zur 6e- 
winnung yon Syzyganten kaum Rechnungen zu nennen, so einfach sind 
dieselben, wenigstens yon yomeherein, spater wenn die komponierenden 
Faktoren zusammengesetzter werden, werden natiirlich auch die Rech- 
nungen etwas komplizierter. 

Dabei mochte ich noch eines sehr merkwiirdigen Umstandes gedenken: 
Wenn namUch die reducible Komitante rechts ais homogene quadratische 
Funktion eweier irreduciblen Komitanten auftritt, so ist die DisJcriminante 
dieser quadratischen Funktion nichts cmderes als die links als Koeffieient 
von f aufbretende Komitcmte, womit man zugleich einen Einblick in 
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das Wesen solcher Syzyganten gewinnt. Nimmt man nun noch geeignete 
Umstellungen mit der Syzygante und weitere Umformungen Tor, ins- 
besondere mit Hilfe des binaren Formelsystems a/'=|' + * ®*^-> "^ 
gewinnt man das eine Mai einen tieferen Einblick in das Wesen einer 
solchen Syzygante ^ das andere Mai durch geometrische Deutong eine 
grofsere Reibe interessanter geometriscber Satze. 

In betreff der Eonstituentensymbolik ist zu bemerken^ dafs die- 
selbe eine Art stenographische Schreibweise f&r die Komitanten giebt, 
insofem jede derselben mit dem logiscb notwendigen Minimum yon 
Bucbstaben bezw. Zeicben sicb scbreiben lafst; z. B. \Fg\ ist das 
kiirzeste Symbol unter den obigen Simultankomitanten; \Fg\ "» 
besagt (analog wie \Ff\ = oben): Der jP-Pol von Ui und die 
jf-Polare Ton Xi liegen yereinigt; also stellt diese Gleicbung bei 
konstanten u die (/-Polare des jP-Pols Ton Uiy bei konstanten x 
den JP-Pol der ^-Polaren von Xi dar. Man kann ftlr das obige 
System leicbt einige wenige Regein aufstellen, yermittelst deren aus 
dem analytiscben Ausdruck der Eomitante ibre geometriscbe Bedeutung 
leicbt sicb merken lafst^ bezw. abzulesen ist. 

Die Tabelle auf der nacbsten Seite giebt eine Hbersicbtlicbe und 
systematische Zusammenstellung der 21 Fundamentalkomitanten zweier 
Eegelschnitte f und g nacb den Ordnungsklassenzahlen.*) Bei der E^rze 
der Zeit kann icb nicbt naber darauf eingeben, icb mocbte nur erwahnen, 
dafs diese Zusammenstellung logiscb befiiedigend ist, oder wenn icb 
micb so ausdrilcken darf, ein philosopbiscbes Geprage bat: 



*) Die fiber den Komitanten in eckiger Elammer stebenden Zahlen sind die 
allgemeinen Ordnongs-Elassenzahlen, wenn f von der m^ g von der n^^ Ord- 
nung ist, sie involvieren zngleicb die Gradzahlen (b. oben S. 128 Anm.*)); die 
unter den Komitanten stehenden Zahlen sind die Ordnungs-Klassenzahlen fitr 
m SB n s= 2. 
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Und nan will ich noch ein typisches Beispiel einer reduciblen 
Eomitante vorf&hreny das zugleich zeigen soil, wie einfach aUgemeine 
analytisch-geometrische Aufgaben naeh der EonBtitaententheorie sich 
ISsen lasBen^ ich wahle hierzu die Aufgabe: 

Ort der Schnittpnnkte der /*-Polaren and der jf-Polaren 
der /"-Pankte, 
wobei ich bemerke, dafs die folgende ZaBammenstellang die ganze 
nStige Rechnong ohne jegliche Aaslassong enthalt. 




IM» 



1st iji ein beliebiger /*-Pankty so hat man: 



Bedingang f&r yi 
/"-Polare Ton y< 
(/-Polare von y^ 



|/y|(«) = 

\fy\ -0 
\9y\ =0 



(/?) *) 



|/(/jr)|w = (//fir)w«0; 



yrliliniinat giebt als gesaohte Earre: 



^) y^ re {fg) bedeutet nach der Bezeichnung von Stadj: y^ «■ (^t^sX 
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aber aus: 

folgt: 
(//if)"' 



(Ha) jJ\,/'-F.V = (/./i)'*'jV 
\Fg\W'f—F'g* 

[\Fg\('>-g — (I X ©)<«]/■— F-jl* (•• N.b.nreohiiimg) 

I J'jfP fg—iFx G)Wf—F . ^ 



Nebenrechnvmg: (H) filTu^— ^x*=(G^.aiy"\ l^u 



Der Ort ist abo eine Eurve lY. 0., welche gemafs der mono- 
mischen Form, wie leicht zu zeigen, die Ecken des den Eegelschnitten 
f imd g gemeinsamen Polardreiecks zu Doppelpunkten hat mid welche 
gemafs der binomischen Form die Eegelschnitte f und jJP^p) je 
viermal berflhrt in ihren Schnittpimkten mit dem Eegelschnitt g\ die 
letzte trinomische Form ist die Darstellung des Ortes in den Funda- 
mentalkomitanten yon f und g. Dabei moge noch bemerkt sein^ dafs 
in der Figur lediglich der deutlicheren und Hbersichtlicheren Dar- 
stellung halber die beiden Eegelschnitte in der speziellen Lage einer 
Ellipse und eines konzentrischen Ereises gewahlt sind^ wobei das 
gemeinschaftliche Zentrum ein isolierter Punkt der Ortskurve wird. 

Umgekehrt f&hrt die Eonstituententheorie ganz yon selbst auf 
diese Aufgabe^ sobald man unter den yerschiedenen Eomponierungen 
des Formelsjstems (II a) die Eomponierung mit g^^ u.s. w. yorgenommen 
haty alsdann giebt die dadurch erhaltene monomische Form (ffgj^^ als 
tfi Eliminat aus 

\fy\W^O 

\fy\ =0 

aufgefafsty sofort das obige Erzeugungsgesetz f&r die Eurye. t]l>rig6ns 
ergiebt sich dasselbe auch noch einfacher gemafs der S. 136 erwahnten 
und angedeuteten Begeln und mit Hilfe des Satzes auf S. 128. 



*} also \Fg\^^^ ist ein Kegelflchnitt als Ort eines Pimktes, dessen ^-Polare 
JP-Tangente ist (Poncelet'scher Eegelschnitt). 
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Zum SchloTs hatte ich noch den Wunsch, dafs es mir mit diesen 
wenigen Ausf&hnmgen gelungen Bein mochte, der Eonstituenientheorie 
einige Freunde und Mitarbeiter zum weiteren Ausbau gewonnen zu 
habeiiy zomal ich nach meinen bisherigen Erfahnmgen der tJber- 
zeogong bin, dafs das konsequente und sjstematisch durchgef&hrte 
EonBtituentenprinzip sowohl in der XnTariantentheorie, wie in der 
analytischen Geometrie, in der Algebra wie in der Analysis wesentliche 
Yereinfachungen und sicker auch noch yiele weitere neue Oesichts- 
punkte ergeben wird, wie ich in spateren Yeroffentlichungen des 
Naheren ausftlhren werde. 



Bemerkung: Zu diesem meinem Yortrag mochte ich noch hinzu- 
f&geu, dafs ich die in der Zahlentheorie, Inyariantentheorie u. s. w. 
allgemein gebnluchliche Benennung ,,Form'^ ftlr ^^ganze, homogene 
algebraische Funktion^', obwohl sie durch grofse EfLrze sich aus- 
zeichnet, nicht angewandt habe, und dafs ich hierf&r ^^Homogen- 
funktion^ oder kurz blofs ^Funktion^' s^^; da ich es einerseits 
nicht ftlr zulassig halte, dafs dem allgemeinen BegrifP, den die Sprache 
mit dem Wort ,^orm^ yerbindet, diese spezielle Bedeutung unterlegt 
wird, und da anderseits die verschiedenen Formen einer Funktion, 
einer Eomitante in der Eonstituententheorie und daher auch in der 
Inyariantentheorie eine HauptroUe spielen, wie ja das Prinzip der 
Terschiedenen Formen als eines der wichtigsten, wenn nicht als 
das wichtigste Prinzip in der Mathematik und Philosophic, ja Uber- 
haupt in Eimst und Wissenschaft, angesehen werden darf. 



Sur les syst^mes associatifs de nombres symboliques. 

Par 
C. Stephanos a Athenes. 



Dans sa coi^mimication M. SteplianoB a fait voir que Tetude des 
syst^mes de nombres symboliques de la forme 

(oil les x^y x^j ' • ' Xm, designent des quantites ordinaires r^elles ou 
imaginaires) et dont la multiplication est definie par une formule 
telle que 

e,ey = I^OijkXiyjejt, (i, j, t = 1, 2, • • • m) 

reyient k T^tude de la forme trilin^aire 

fi^fVf w) = I^aijkXiyjUk, (f,i, t — 1, 2, ... w) 

dans laquelle on doit consid^rer les u comme des variables 
contragr^dientes aux x et aux y. 

Pour que la multiplication en question satis&sse k la loi d'association 

il fiftut et il suffit que la forme f(x, y^ u) soit telle que Ton ait I'identit^: 
^ dnx, y, u) dfiy, z, V) ^ -y df{x, y, u) df(y, z, u) 

A cote des expressions e« il conyient de consid^rer aussi d'autres 
expressions symboliques de la forme: 

et d^finir les produits CyU^ et u«ex par les formules 
CyU. = /•(«, y, u) = I^aijkSiyjUjt, 
u.e^ = f{x, 6, u) = IJaijkXiBjUk. 
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Dans le cas oil Ton a la loi d'association 

il se troaye que Ton a aussi 

(CyC,)u. = ey(e,u,), 

(w.e,)ey=u.(c,e,), 

M. Stephanos a ajout^ qu'en partant de ces principes il a ^te conduit 
h iin grand nombre de r^sultats relatifs k la th^rie des syst^mes 
associatifs de nombres symboliques qu'il pabliera prochainement dans 
un trayail etenda. 



Besultante ternarer Formen. 

Von 
P. GoBDAN in Erlangen. 



Die Formen fjfiyf% seien drei temare Formen, welche in den 
Yariabeln die 6rade m, n, p haben. Die Resultante H ist eine ganze 
Funktion ihrer Eoeffizienten in den Graden njp, mp^ mn, 

Bezeichnet man die Gleichungen der Schnittponkte von f^, f^ mit: 

«*cr. =0, w«. = 0, • . • Wa^p = 0, 
so hat man: 

(1) n-nono-'-fi'^p). 

In dieser Formel treten die Eoeffizienten Ton f rational auf ; die von 
fi nnd f^ Bind implicit in den a enthalten. Man muTs sie daher bo 
tranBformieren, dafs auch die letzteren rational Torkommen. Zu 
dieBem Zwecke entwickle ich R in eine Beihe von tTberschiebungen: 

Die U sind Inyarianten etc. von f nnd die V simultane symmetriBche 
Inyarianten etc. der a, Wir bilden nun ein System: 

asyzygetischer Inyarianten etc. Ton / Tom Grade np in den Eoeffizienten, 
nnd wahlen f&r sie symbolische Produkte. 

Nach dem Hermite'schen Beciprocitatssatze lassen sich hieraus 
weitere asyzygetische Formen: 

ableiten, indem man die Symbole yon f durch die a ersetzt, diese 
dann permntiert und addiert. Die U sind linear in den P nnd die V 
in den Q. 

Man erhalt somit die Gleichung: 

(2) B = Sc(T,Q), 

in welcher die c numerische zu berechnende Eoeffizienten bedeuten. 
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Die a kommen in (1) und (2) Tor, einerseits in den /"(a), 
andererseits in den Q. Aber es besteht zwischen (1) und (2) der 
Unterschied, dars R eine simultane Invariante von drei Formen fyfuf^ 
ist, wahrend die Q Kombinanten und Semikombinanten von f^ und f^ 
allein sind. 

Die Q sind aurserdem rationale Invarianten etc. des Produktes 

V = Ua, W«. . . . Ma^^; 

man kann daher zwei Arten von Q unterscheiden, deren erste aus 
den ganzen Invarianten etc. von v besteht. 

Urn zur zweiten zu gelangen bemerke man, dars die Bedingung, 
dafs f in lineare Faktoren zerHLllty 

ist, wo V eine gewisse Eovariante oder Invariante von f bedeutet, die 
in den Eoeffizienten den Grad n -j- I ^t. Nach dem Reciprociiats- 
satze entspricht F eine simultan symmetrische Invariante etc. d der a. 
Die t]l)erscliiebungen fiber ^ bilden die zweite Art Q. 

Ffir m ^ np kommen in (2) nur Q der ersten Art vor; R ist 
dann eine simultane Invariante von f und v, Man kann es unter der 
Annahme beredmen, dafs f in lineare Faktoren zerfallt 



Sur les probl^mes qui se rapportent k la resolution des 
Equations alg^briques renfermant plusieurs inconnues. 

Par 
F. Enriqueb a Bologne. 



]^tant donnee une Equation algebrique 

f{^xj ^%y'- ^n) = 

il s'agit de la resoadre en posant x^, ^27 ' ' ' ^« fonctions de n — 1 
parametres u^^ • • • ^n— 1. 

On pent envisager le probleme ou bien an point de vue analy- 
tique, en exigeant p. e. que leg fonctions x{u^y - - - Un—\) soient holo- 
morphes (ainsi dans plusieurs recherches de MM. Poincare, Picard, 
PainleT^), ou bien au point de vue proprement algebrique. En ce 
dernier cas les x resulteront des fonctions rationnelles de ti^, • • • u«.i 
et d'une fonction algebrique irrationnelle 

On demande de choisir les parametres de telle fa^on que Tirrationa- 
lite X{u^j ' • • tin— 1) (envisagee au sens de Galois) ait tels ou tels 
autres caracteres donnes d'ayance. 

A ce probleme se rattacbent plusieurs questions importantes otl 
Ton considere la d^pendance des parametres u des inconnues x, le 
degr^ ou bien le groupe de Tirrationalite X etc. 

Les r^sultats etablis sur ce sujet se boment vraiment a des 
cas fort particuliers. On y est amene souvent par des problemes 
g^om^triques que j'ai cru bon de transformer au point de vue de 
I'algebre. 

S'ils ne suffiront pas k eclaircir les difficultes que Ton rencontre, 

Terh. d. 1. internat. Math.-Kongr. ZOriob 1897. 10 
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il arrivera pent-Stre qu'ils en montrent la nature et appellent sur ces 
difficult^ Tattention des math^maticiens. 

Yoila le but que je me suis propose par ma conference. Mais il 
n'est pas facile de donner un resume de ces questions. Puisqu'elles 
sont con^ues suivant un esprit de recherche un pen different de Tordi- 
naire^ on ne saurait se passer de quelques developpements sans nuire 
a la clarte. Ainsi je pr^fere me bomer ici aux mots qui precedent. 



Cber Pasigraphie, ihren gegenwartigen Stand und die 
pasigraphische Bewegung in Italien. 



Von 
£. ScHBODER in Earlsrahe. 



Zur Disknssion aaf einem internationalen Mathematiker- 
KongreBse dtlrfte sich kaum ein Thema in hoherem Mafse empfehlen 
als das der Pasigraphie^ imd ich bin Uberzeugt, dafs der Gegen- 
stand von der Tagesordnimg ktlnftiger Kongresse nicht mehr ver- 
schwinden wird. 

Ist doch das Ziel dieser neuen Disziplin kein geringeres als: die 
endgiilidge Festlegung einer wissenschafQichen Uniyersal-Sprache, die 
ToUig frei yon nationalen Eigenttlmlichkeiten und bestimmt ist, durch 
ihre Eonstniktion die 6rundlage zur wahren, namlich exakten Philo- 
sophie zu liefem! 

Eine solche Sprache kann nattlrlich nicht tfir den ganzen Bereich 
menschlichen Denkens auf einmal geschaffen werdeu. Ihre wichtigsten 
and bis jetzt auch am weitesten gediehenen Teile sind wohl diejenigen, 
welche die Grundbegriffe der reinen Mathematik und insbesondere 
der Logik, Arithmetik und Geometrie betreffen. Ich werde mich 
hier in der Hauptsache auf einige von diesen Gebieten beschranken. 

Da die' Zeit nicht erlaubt eine historische Exposition zu geben, 
so sei nur kurz daran erinnert, dafs die pasigraphische Disziplin schon 
von Descartes klar vorhergesehen und postuliert worden und dafs 
sie ein Ideal bildet, welches Leibniz Zeit seines Lebens yorschwebte. 
Wie unser gelehrter Freund Sign. Peano unlangst an's Licht gezogen, 
hat Leibniz dem Gedanken so hohen Wert beigelegt, dafs er sagt: 
aufser einem Religionsstifter und Staatenlenker — praeter prophetam 
ac principem — konne niemand der Menschheit einen bessem Dienst 
erweisen als deqenige, welcher jenes Ideal yerwirkliche. Auch Des- 
cartes meint, wir dUrfken nicht hoffen seine Yerwirklichung zu er- 
leben, da alsdann die Welt in ein Paradies yerwandelt erschienel 
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Leibniz klagt auch Uber das sehr geringe Interesse, das seine 
Zeitgenossen der Sache entgegenbiilchten. Dieselbe Elage wurde auch 
heute noch oftmals am Platze sein. Indessen wage ich zu hoffen, dafs 
es mir vergonnt sein moge^ doch einige Begeisteruilg f6r diesen sehr 
wichtigen Gegenstand zu erwecken, der in der That zur Zeit in ein viel- 
versprechendes Stadium getreten. 

Vorweg mufs ich freilich einer Behauptung unseres geehrten Vor- 
sitzenden, Herm Peano, von 1894 widersprechen, wo er in seiner 
^^Introduction au formulaire de math^matique^^ pag. 52 sagt: „he 
probl^me propose par Leibniz est (done) resolu/' Mit diesem sangui- 
nischen Ausspruch ist er, wie wir sehen werden, der bisherigen und 
noch bevorstehenden Entwickelung der pasigraphischen Disziplin sehr 
weit Yorausgeeilt. Ja, es waren damals, als der Ausspruch fiel, noch 
nicht einmal die Vorbedingimgen zur Erreichung des Zieles gesichert und 
allgemein zuganglich gemacht, wie sie es nunmehr sind. Selbst heutigen- 
tags aber bleibt uns noch viele und schwere Arbeit zu bewaltigen. 

Die ftir eine beliebige Spezial-Wissenschafb zu losende Aufgabe 
laufb darauf hinaus: samtliche Begriffe, die sie umfafst oder mit 
denen sie operiert, voUig angemessen (adaquat) und so knapp (konzis) 
wie moglich auszudriicken durch eine minimale Menge von funda- 
mentalen oder Urbegriffen, sogenannten ,,Kategorieen" — und zwar 
vermittelst „rein logischer^' Operationen, die von allgemeiner An- 
wendbarkeit, mithin far alle Wissenszweige die namlichen sein werden, 
indem sie den Gesetzen der gewohnlichen Logik gehorchen^ einer 
Logik jedoch, die in ihrer vollkommensten Gestalt als ein „calculus 
ratiocinator'' sich darstellen wird. Filr die Kategorieen und Operationen 
dieser ^^lingua characteristica'' oder ,,scriptura universalis'^ sind handliche 
Zeichen und einfache Symbole, wie etwa Buchstaben, zu verwenden; 
diese aber sollen — ungleich den „W6rtem" einer lebenden Sprache — 
mit absoluter Eonsequenz oder mathematischer Strenge gehand- 
habt werden. 

Es diirffce kaum notig sein, zu betonen, wie viel hoher dieses 
unser logisches Ziel steht gegeniiber den blofs linguistischen Be- 
strebungen — der Volapiikisten, z. B. — denen es nur um die 
Schaffung eines Yerstandigungsmittels zwischen verschiedensprachigen 
Personen zu thun ist, und deren blofse Erwahnung fast auf eine 
Herabwdrdigung unseres Gegenstandes hinauslaufk. Doch mag einmal 
ausdriicklich statuiert werden, dafs die pasigraphische „Sprache" tlber- 
haupt nicht bestimmt ist, jemals gesprochen zu werden. Yielmehr 
hat sie lediglich den Zwecken der Wissenschaft zu dienen; und 
diese soil sie fordem weniger zufolge ihrer manchmal an Stenographic 
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oder Tachygraphie gemahnenden Knappheit und Efirze, als vielmehr 
kraft ihrer logischen Struktur. Allen voran den Zwecken der- 
jenigen Wissenschaft, welche die alien Griechen ,,die Wissenschaft 
(katexochen)^' Mathesis nannten, demnachst den Zwecken der Logik 
und einer exakten Philosophie, die so lange hat auf sich warten lassen 
und der man jetzt endlich wird entgegensehen diirfen. 

Als eine Tielleicht noch nicht allgemein geteilte personliche Ansicht 
mochte ich beilaufig aussprechen, dafs mir die reine Mathematik blofs 
als ein Zweig der allgemeinen Logik erscheint: der Zweig, welcher 
auf die Schopfang der Zahlen sich grdndet, deren wirtschaftlichen Vor- 
ziigen die ungeheuere Entwickelung zu verdanken ist, die diesem be- 
Bondem Zweig zuteil geworden im Vergleich mit den ilbrigen Zweigen 
der Logik, die bis in die jiingste Zeit fast stationar geblieben waren. 
Diese Ansicht findet eine Stiitze in der Thatsache, dais in pasigraphischer 
Hinsicht die Arithmetik aller besondem Eategorieen, jeglicher eignen 
Urbegriffe zu entraten vermag, indem diejenigen der allgemeinen Logik 
schon ausreichen, um ihre samtlichen Begriffe (wie Vielheit, Anzahl, 
Endlichkeit, 6renzwert, Funktion, Abbildung, Summe etc.) aufzubauen. 
Und ebenso kommt sie mit den ^^Prinzipien^' der allgemeinen Logik 
auB und bedarf zu ihren Beweisfahrungen keiner „Axiome". 

Beschranken wir, um hierbei zu bleiben, unsere Betrachtungen 
Bolchergestalt auf die allerreinste Mathematik, so tritt in der That — 
hauptsachlich dank dem Entwickelungsgange, den Charles S. Peirce's 
Logik der ^Relative" genommen — bereits unverkennbar zuti^e, dafs 
ihre samtlichen Begriffe sowohl, wie die der Logik iiberhaupt, zuriick- 
fEQirbar sind auf nur fiinf Urbegriffe oder „Kategorieen" im Aristo- 
telischen und Eant'schen Sinne. 

Bevor ich Ihnen diese TorfKhre, mufs ich eine Bemerkung voraus- 
schicken. 

Die minimale Anzahl der pasigraphisch unentbehrlichen Zeichen 
wird die angegebene Zahl 5 der Eategorieen ein wenig fibersteigen, 
indem von den letzteren gewisse zwiefaltig zu symbolisieren sein 
werden: etwa so, wie in der arithmetischen Analysis keines der 
beiden Zeichen 

+ und 2; 

auf die Dauer entbehrt werden kann, obzwar sie beide doch blofs dazu 
dienen, dem einheitlichen Begriff der „arithmetischen Summe^' Aus- 
drack zu geben. 

Zudem machen unsere Eategorieen dann noch nicht das ganze 
System der fondamentalen Bezeichnungen aus, sintemal z. B. Elammern 
ein sehr wichtiges und praktisch unentbehrliches Bezeichnungselement 
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vorstellen, ohne doch dberhaupt einen Begriff darzustellen und obwohl 
sie an sich jeglichen Sinnes bar sind. (Bekannilich dienen Parenthesen 

— wie in der Algebra^ so auch in unBerer Symbolik — lediglich dazu, 
um einen zusammengesetzten Ausdruck^ den sie umschliefsen, als einen 
einzigen Namen bildend zu kennzeichnen, ihn zu stempeln zu einem 
Ganzen^ ai^ das sich die auTseren EnQpfungs- und Operationszeichen 
beziehen soUen.) 

Dies vorauBgesetzt sind die ftinf Eategorieen oder fimdamentalen 
Begriffe der allgemeinen Logik mit EinschluTs der Arithmetik die 
folgenden: 

1) 

— die beiden ersten, wie man sieht^ hier in doppelter Ausfertigong 
dargestellt; der zweite sogar in dreifacher^ insofem der Punkt oder 
das Malzeichen zwischen Buchstaben auch unterdrdckbar sein soU^ 
sodafs deren Eniipfung auf eine blofse Nebeneinanderstellung (Juxta- 
position) hinauslauft. 

Das erste von diesen unsere Urbegriffe darzustellen habenden 
Zeichen ist das wohlbekannte Gleicbbeitszeichen. Dieses wird jedoch 
in der allgemeinen Logik in einem yiel engeren Sinne als wie in der 
Mathematik gebraucht, namlich es soil dazu dienen um vollige Einerlei- 
heit; Identitat auszudrQcken. Sein Aquiyalent 1', die apostrophierte 
EinSy die ich kUrzehalber Einsap spreche; stellt dieselbe Eategorie der 
Identii»t als einen relativen Begriff bin, dazu bestimmt, auf die Elasse 
der Dinge hinzuweisen^ welche ^^gleich'', namlich ,,einerlei^ sind ,puit -^^ 
ein Zeichen, das manchmal geradezu mit dem Wort ^^selbst^ =» le m§me 
= lo mismo iibersetzbar. 

Das zweite oder Multiplikationszeichen hat in der allgemeinen 
Logik — vollig unabhangig von seiner arithmetischen Bedeutung — 
die Eategorie des Schnittes (intersectio) auszudriicken, indem es 
stets auf dasjenige hinweisen soil, was den durch dasselbe verkniipfben 
(und zugleich getrennten) Termen gemeinsam ist: a • h oder ah be- 
deutet uns: was (zugleich) a nnd h ist. Das 77 wird sodann, ahnlich 
wie in der arithmetischen Analysis, gebraucht, um „identische Produkte^ 
zu bezeichnen, wie sie aus der Operation solch begrifflichen Schneidens 
hervorgehen. 

Unsere dritte, durch einen Qbergesetzten Horizontalstrich dar- 
zustellende Eategorie ist die wohlbekannte logische Operation der 
Negation oder Verne inung. 3enauer gesprochen: das Zeichen soil 
auf deren Ergebnis, das Negat, hinweisen. Wenn a irgend etwas 
bedeutet, so soil a das, was nicht-a ist, vorstellen. 
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Offenbar ist Negation ein fundamentaler Begriff, dem es unthimlich 
ist, eine formliche Definition angedeihen zu lassen. Filr die mangelnde 
Begriffserklarong treten die sogenannten logischen ,^rinzipien'' ein, 
ala: der „Satz des Widerspruchfl'^ und des ,,au8geschlosBenen Dritten^ 
XJnd ahnlich wtlrden, nebenbei gesagt, samtliche ^^rinzipien^^ der Logik 
Bowohly wie der Arithmetik, bei genauerer Priifimg sich als blofse 
Stellvertreter, Surrogate f&r Definitionen erweisen, die nicht regebrecht 
gegeben werden konnen — wie denn allgemein zugegeben ist, dafs 
nicht alles definiert werden kann, indem ja jede Definition sich auf 
Torgangige andere Begriffe, in letzter Instanz auf bereits vorhandene 
Kategorieen, stiitzen mufs. 

Unsere yierte, durch einen Uber irgend einen Buchstaben gesetzten 
Ringel oder Halbmond auszudriickende Eategorie ist die der Eonyersion: 
wenn a ^^Ursache yon-^^ bedeutet, so soli a (a konyers) uns ,,Wirkung 
Ton-" ausdriicken. Wenn c „Kind yon-" bezeichnet, so soil c ,,Elter 
(das ist: Vater oder Mutter) yon-" bedeuten — ein Punkt, auf den 
ich zuriickkomme. 

Die fttnfte yon mir durch einen Strichpunkt (semicolon) dargestellte 
Elategorie ist die der Beziehung (relatio) Qberhaupt, wobei die ge- 
brauchliche Ubersetzung unseres Strichpunkts in die Wortsprache sein 
wird: die Proposition ;,yon" (= of ^= de), das wohlbekannte Adels- 
piadikat. 

Wenn a = amans Liebender (von -) und b = benefactor Wohl- 
thater (yon-) bedeutet, so soil a]b den Liebenden yon einem Wohl- 
thater (yon -) bezeichnen. Die so auf eine Eniipfung durch dies Zeichen 
hinauslaufende Operation heifst relative Multiplikation oder 
Eomposition. 

Diese fClnf Eategorieen nun mit ihren sieben Zeichen gentigen 
imgrunde um alle fiir die Logik und Arithmetik wesentlichen Begriffe 
einzukleiden, wie nachher zu sehen ist: ich werde diese anscheinend 
sehr gewagte Behauptung wenigstens bis zu einem gewissen Umfange 
hier eingehend zu rechtfertigen haben. 

Aber wenn sie auch theoretisch, a la rigueur, sich als ausreichend 
erweisen, so wird es doch nicht ratlich sein, sich praktisch auf ihren 
ausschliefslichen Gebrauch zu beschranken. Um yielmehr SchwtUstig- 
keit zu yermeiden, Enappheit und klare t^bersicht zu ermoglichen, 
auch aus Eiicksichten auf die Symmetric, sehen wir ims dahingedrangt, 
die obige Liste der fondamentalen Zeichen alsbald zu erganzen — 
ahnlich, wie man auch in der Trigonometric den Gosinus, die Tangenteetc. 
beibehalt, obwohl sich zur Not mit dem Sinus allein schon auskommen 
lielse. 



152 n. Teil: WiBBenschaftliche Vorfcrage. 

Die folgenden Zeilen 2) zeigeu, in welcher Weise die 18 Symbole 
der letzten Zeile 3), die das vollBtandige Bezeichnungssystem der all- 
gemeinen Pasigrapliie ausmachen^ sich auf onsere f&nf Eategorieen 
reduzieren: 

Die 11 Definitionen: 

= ao, 1=0, 0' = r, a + 6 = oB, Za = IlE, afh = d]b, 

2) (a^6) = (a = a.6), {a^b) = a^, (aC6) = (a^6)-(64«), 

(a=}=6) = a=6, (a<t:6) = aC6. 
Die 18 Zeichen: 

3) 0, 1, +, ., z, n, 0', 1% -, ^ (-), t, ; , -€, =, C, 4, +, C- 

Wir mtlsBen jene rasch durchgehen. 

Durch die erste von vorstehenden Gleichungen 2) wird der logische 
Begriff des Nichts erngef&hrt, den die allgemeine Logik mit dem 
Zeichen darstellt. So ofb wir Anlafs haben werden, dieses Zeichen 
fiir die wohl davon zu unterscheidende Zahl Null (6) zu gebrauchen, 
beuge ich einer Yerwechselung dadurch vor, dafs ich einen Punkt tlber 
sie seize. ^^Nichts^' ist hier definiert als dasjenige, was zugleich a und 
nicht -a ist — einerlei, was a bedeuten moge. 

Die nachste Gleichung definiert uns „etwas'^ als ^^nicht-nichts^^ 
Dieser Begriff umfafst alles, woyon iiberhaupt gesprochen werden kann, 
das Denkbare, alles Erdenkliche, und so hat das Zeichen 1 in der 
allgemeinen Logik das Ganze oder Totum, die 3esamtheit, den Begriff 
des All's, Boole's ^universe of discourse^ sagen wir: den „Denk- 
bereich'^ darzustellen — den man iibrigens zugunsten irgend einer 
speziellen Untersuchung gelegentlich auch einschranken kann. Urn 
einer Yerwechselung seines Zeichens mit der Zahl Eins (1) vorzubeugen, 
wie sie tlbrigens nur selten, namlich bei elementaren Untersuchungen 
von gemischter, sowohl logischer als arithmetischer Natur zu besorgen 
steht, pflege ich im letztem Falle einen Tupfen dariiber zu setzen. 
(Ebenso bediene ich mich in solchen flLUen f&r die arithmetische 
Multiplikation und* Addition, im Gegensatz zu unserer logischen oder 
„identischen'', des ausdrilcklichen X, resp. eines grofseren -f- Zeichens.) 

Die dritte Gleichung 2) definiert den relativen Begriff „yerschieden 
von-^^ oder „other than-^' (ein andres als-), indem sie ihn hinstellt 
als „nicht identisch mit-% und fiihrt sie zu dessen Bezeichnung eine 
als Nullap zu lesende apostrophierte Null ein. Wenn diese Beziehung 
zwischen zwei Ausdriicken statuiert werden soil, ist es in deutschen 
mathematischen Zeitschriften bereits tlblich, sie mittelst eines yertikal 
durchgestrichenen Gleichheitszeichens 4^ darzustellen, das als „ungleich'^ 
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gelesen wird^ und dessen Bedeutung die vorletzte unserer Definitionen 
2) zom Ausdrack bringt. 

Die yierte und f&nflie Oleichimg definieren die ^^identische Summe^ 
oder das logische Aggregat (den Inbegriff, die Gesamtheit von-), die 
wir in der allgemeinen Logik mit den der Arithmetik entlehnten + 
und 27 darstellen. a + b soil hier dasjenige bedeuten, was nicht zu- 
gleich nicht -a und nicht -6 ist; das heifst aber: was entweder a 
oder by yielleicht auch beides^ ist. 

Die sechste Gleichung 2) fiihrt ein Zeichen j- ein, das ich als 
piu (mit dem italienischen Worte f&r -|>) lese^ um eine Beziehung 
auBzudrtLcken^ die dem gewohnlichen Denkein sehr fern zu liegen scheint 
und auch in der yerbalen Logik keines Namens teilhaftig geworden 
ist. a^b soil dasjenige yorstelleU; was nicht ein nicht -a von einem 
nicht-& ist, und dies lauft hinaus auf: ein a von jedenfalls allem 
aufser den b (einerlei, ob es auch ein a von gewissen b ist, oder 
nicht). Die Operation, deren Ergebnis afb ist, heifst „relative 
Addition^'. Die Einfthrung dieses anscheinend etwas gesuchten und 
ungewohnten Begriffes ist durch die RUcksicht auf die Symmetric 
diktiert, die — wo ein Baumteil durch eine Flache begrenzt wird — 
das namliche Interesse wie diesem, dem Innenraume, jeweils auch dem 
Aufsenraume zuspricht, f&r die nicht -a die gleiche Beachtung heischt, 
wie fttr die a; sodafs die j- Beziehung genau in derselben Weise unserer 
Eategorie von (;) entspricht, wie Produkt und Summe, • und +, 
n und 27 sowie die Partikeln „und" und „oder" einander entsprechen, 
Yon denen man sicherlich keine missen mochte. — Um sogleich ein 
Beispiel zu geben, so wird, falls t uns „Teiler von-" bedeutet und wir 
unseren Denkbereich auf die natdrlichen Zahlen beschranken, nun 
^ j-0 dasjenige vorstellen, was ein Teiler ist von jeder Zahl fschlecht- 
weg, namlich: aufser keiner, nichts ausgenommen, ohne Ausnahme). 
Eine solche ist in der That die Zahl 1, und keine andere. 

Unsere nachste Definition f&hrt ein: den hochwichtigen Begriff 
der Einordnung, das Enthaltensein in- als Teil tlberhaupt (sei 
es als echter Teil oder als das Ganze selbst). Die „Subsumtion'' a^b 
soil besagen: a ist enthalten in 6, ist Teil von 6, und dies erscheint 
hier erklart mittelst der Aussage: a ist einerlei mit demjenigen, was 
zugleich a und b ist. Mein im Deutschen als „eingeordnet'^ (unter- 
geordnet oder gleich) zu lesendes Subsumtionszeichen =^ iibersetzt 
gemeinhin die Kopula „ist, est" eines kategorischen Urteils. Beispiel: 

Gold ist ((^) Metall, Eochsalz ist (=) Chlomatrium. Zugleich 
aber stellt es sich (zwischen Aussagen a und b gesetzt) als das 
Zeichen „ergo" der Schlufsfolgerung dar; denn obzwar die Pramissen 
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in einem gewissen Sinne die Eonklusion ^^yolvieren'^^ so wird, so ofb 
b aus a folgt, doch umgekehrt die Elasse der Falle, wo a gilt^ ent- 
halten sein in der Elasse der Gelegenheiten^ wo b gilt. Die Subsumtion 
a=^b kann sonach (in solchem Falle) iibersetzt werden mit dem 
hypothetischen Urteil: Wenn a gilt, so gilt b. 

Die nachste Definition 2) fahrt UoIb die Yemeinung ein der soeben 
besprochenen Beziehung als: das Nichtenthaltensein in-, etc. (es ist 
wohl unnotig hierbei tq verweilen), ebenso wie die letzte Definition die 
Yemeinung einf&lirt, der einzigen, die wir nun noch zu besprechen haben. 

In der noch iibrigen (drittletzten) Definition 2), die ebenfalls eine 
wichtige ist, wird der Begriff der Unterordnung (subordinatio), 
namlich des Enthaltenseins als ein ecbter Teil erklart: a ist als ein 
solcher in b enthalten, so oft a in 6 enthalten ist, wahrend b nicht 
in a enthalten ist. — 

Hiermit besitzen und beherrschen wir nun das Yollstandige Be- 
zeichnungssystem der allgemeinen Logik, das aus den 18 Zeichen 3) 
besteht, die durch ihre in 2) vollzogene ZurUckftihrung auf die 5 Ur- 
begriffe 1) hinfort zur Yerwendung in der Pasigraphie legitimiert er- 
scheinen. Damit yerf&gen wir zugleich fiber die praktisch unentbehr- 
lichen Grundbegriffe dieser Disziplinen. 

Das vorgelegte Bezeichnungssystem ist dasjenige, welches sich 
naturgemafs aus den fiber ein halbes Jahrhundert sich erstreckenden 
tiefsinnigen und ausdauemden Forschungen von De Morgan, Boole 
und vor allem Charles S. Peirce bei meiner tlberarbeitung von des 
letzteren Schopfung herausentwickelt hat. Ich bin dabei verhaltnis- 
mafeig nur wenig und nie ohne triftigen Grund von Peirce's Be- 
zeichnungSYorschlagen abgewichen. Starker differiert es von dem 
Bezeichnungssysteme der von Herm Peano gef&hrten italienischen 
Schule, und mag zugunsten derer, die mit des letzteren Symbolik 
vertraut sind, sogleich bemerkt sein, dafs unsere Zeichen 

[ 0, 1, +, ., 27, 77, a, =^ 

4) denen Peano's: 

Af ^f ^; "^7 ^% ^'7 "^1 ^7 
entsprechen.*) 

Darauf, dafs in Peano 's System unsere ftlnfte Eategorie — die 
wichtigste von alien — 7;Von^^, noch fehlt, und dasselbe sonach keine 



*) Deren Ersatz filr die doch als Trftger, Stativ filr Summationsrariable and 
Summengrenzen etc. zu dienen habenden S, U scheint, beil&ofig gesagt, nicht 
gltlcklicher gew&hlt, als wenn man in der Arithmetik diese beiden Zeichen dnrch 
-f ' und x' ersetzen wollte. 
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unseren relativen Operationen (j- und ;) entsprechenden Zeichen aaf- 
zuweisen hat, komme ich kurz zurdck. 

Der calculus ratiocinator nun, dessen Oesetzen unsere Kate- 
gorieen und fimdamentalen Operationen unterworfen sind, ist kein 
anderer als Peirce's ^Algebra der Relative", eine Disziplin, die 
das Gebaude der „Algebra der Logik" kront und sowohl den Aussagen- 
kalkul wie den Klassenkalkul als einen sehr untergeordneten Teil 
mitumfafst 

So ziemlich Alles kann unter dem 3esichtspunkt eines binaren 
Relativs betrachtet und als ein solches dargesteUt werden; auch Aus- 
sagen lassen sich als binare Relative ansehen und Elassen, Mengen 
oder absolute Begriffe konnen als solche hingestellt werden. 

Und da im gemeinen sowohl als im wissenschafblichen Denken die 
relativen Begriffe bei weitem die absoluten tlberwiegen, die sich oben- 
drein den ersteren schliefslich subsumieren lassen, so leuchtet ein, dalB 
die Logik der relativen Begriffe, Relative, die unerlafsliche Grundlage 
bilden muTs ftir jeden Erfolg verheifsenden Anlauf zur Pasigraphie. 
Ebendarin, dafs die traditionelle Logik mit ihren Syllogismen sich so 
lange auf absolute Begriffe mit den dtlrftigen Eategorieen von ^^alle'^, 
„eimge" und „keine" beschrankte, ist eine wesentliche Ursache f&r ihre 
Stagnation zu erblicken, die Kant noch zu dem Ausspruche berechtigte, 
sie habe in den zweitausend Jahren seit Aristoteles keine wesentlichen 
Fortschritte gemacht. Dieses trifft jetzt nicht mehr zu. 

TJm die Tragweite unserer neuen Relativlogik zu illustrieren und 
zugleich die behauptete Zulanglichkeit unserer 5 Urbegriffe 1) zum 
Aufbau Mimtlicher Grundbegriffe der Arithmetik schon in weitem Um- 
fang zu erharten, will ich nun in einigen Gruppen die pasigraphische 
Darstellung und Erklarung von vielen ihrer wesentlichsten Begriffe 
hinsetzen und daran noch einige Bemerkungen kntlpfen. 

(a ist eine Elasse, absoluter Begriff, System, Gebiet, Menge, 



5) 

t ensemble, insieme) = (a;l = a) = 0j-2j-aj-0. 

6) (num. a — 6) = (a = 0) = J- a J- 0. 

(num. a =» 1) sa (a ist ein Element, Individuum, eine Konstante)' 

(0';a;l-a) = 

(0^.,a = a) = (a^O'ja) = a;(rt5). 

(num. a = 2) == (Die Menge a ist ein Paar) = (O'aa =^ 0' ; aO') = 

-a.,0'{rt(a + l')};a, 

was aus 2;Xi+i)(» +i=€«)^*{(A + *)(A+J)=^(*=€«)} 
zusammengezogen ist. 



7) 



8) 
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9) (num. o>3) = (0'aSO';oO'=4=0) = a;0'(0';oO');o. 
(num. a = nvaa. b) = 

=(a;o=l^;6)(a;0';o=S;0';6) { a;0'(0';oO');a=S;0'(0';60');6 j ••• 
(ato=Bt6)(atl'to=l$tl't&)[3t { i'+i't(«+i') } to— 

(a ist gleichmachtig, in 6. Cantor's Ausdrncksweise „aqui- 



10) 



[ (a ist oo) = (Die Menge a ist endlich) = 

i {a ist (X)) = (Die Menge a ist aktual unendlich, transfinit) = 

I = 2J (z ]z + 3 ]Z ^V) (z ]a (^ a=^z ]0 ]a) , 

14) {f ist eine Funktion) == {f]f-^ V^f-.f). 

15) (5 ist eine Substitution, Permutation) = (s]S = V = s'jS), 

16) (i ist ein a von j) = (t =^ a ; j) = « ; a 5 j. 

— wobei i, ^' Individuen vorstellen, vergleiche 7). 

(Die Menge a ist durch das Prinzip x „einfach geordnet") = 

(x]X^x = O'aSi), 
(Der ganze Denkbereich ist durch x einfach geordnet) = 



17) { 



18) . , 

\ ={x]x=^x = O'x) 

Yerweilen wir einen Augenblick bei dem Bisherigen. Man sieht 
bier yermittelst des obigen Bezeichnungskapitals f&r eine Reibe yon 
fiir die Arithmetik, und Mathematik Qberhaupt, fimdamentalen Be- 
griffen die pasigrapbische Definition gegeben. 

Bei 5) bis 9) und 16) babe ich am Scblusse die Definition selbst 
auch in Gestalt eines binaren Relativs angescbrieben; das sind dann 
,,ausgezeichnete" Relative, die blofs der beiden „Wahrheitswerte" (oder 
„absoluten Modubi'^) und 1 &hig. 

Nachdem in 5) die „Menge'^ definiert war, babe ich, um die 
Formebi nicht zu iiberladen, die Yoraussetzung, dafs a und eventuell b 
eine Menge vorstelle, von der letzten Zeile in 7) an in diesen Formeln 
nicht mehr zum Ausdruck gebracht. 

Wir erblicken demnachst die Definition der niedersten natdrlichen 
Zahlen 6, 1, 2. Die verbale Logik vermochte schon die Einzahl nicht 
zu definieren. 
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Auf die BegrtLndung dieser Definiidonen im einzelnen einzugehen 
ist natCLrlich hier nicht angangig. Doch mochte ich als ein leicht yer- 
standliches Beispiel die Entstehung der Definition der Zahl 2 erlautem. 
Die letzte Zeile von 8) bringt wortlich zum Ausdruck: Es giebt ein 
Element i und ein, davon verschiedenes, Element j derart, dafs beide 
in a enthalten sind, jedoch jedes yon ihnen yerschiedene Element h 
dann nicht in a enthalten sein wird. Offenbar ist dies notig und hin- 
reichend, wenn die Menge a aus gerade zwei Elementen bestehen soil. 
Nach den (in meinem Bach) wohlfundierten Regeln der ^Algebra der 
Relatiye^^ yerdichtet sich aber diese Aussage unschwer zu den darUber 
angegebenen Formen. 

In 11) ist aoTser dem Begriff der Gleichmachtigkeit auch derjenige 
der Abbildung oder gegenseitig eindeutigen (eineindeutigen) Zuordnung 
pasigraphisch dargestellt zu sehen, und zwar dieser hinter dem 27zeichen. 
Die Mengen a und b sind namlich gleichmachtig zu nennen, wenn es 
ein Relatiy e giebt, welches die eine auf die andere (in diesem Sinne) 
„abbildet". 

12) giebt die Definition der Endlichkeit, die nach Peirce 
selbstandig aufgestellt werden kann, indem zum Ausdruck gebracht 
ist, dafs man beim Durchgehen der Elemente der Menge notwendig 
zum Ausgangselement zuriickkommen mtlsse. 

13) giebt die Definition der Unendlichkeiti ebenfalls selbstandig, 
in der fiblichen Weise: als die Eigenschaft der Menge, auf einen 
echten Teil ihrer selbst „abgebildet'' werden zu konnen. 

Die beiden Definitionen lassen sich als blofse Negationen yon ein- 
ander rein rechnerisch nachweisen.*) 

10) giebt die explizite Bedingung ftir die Gleichzahligkeit, 
namlich dafar, d&fs zwei [schon als „endliche" — yergl. 12) — yoraus- 
gesetzte] Mengen a und b aus gleichyiel Elementen bestehen — in 
Form einer unbegrenzten Serie yon Teilbedingungen, als eine Relation 
zwischen diesen Mengen. Dieselbe lafst wohl erkennen, wie be- 
rechtigt Herm Dedekind's Bemerkung ist: dafs der „Anzahl''-Begriff 
falschlich fQr einfach gehalten werde. 

Zu 17) hat sich der Begriff der „einfachen Ordnung^' pasigraphisch 
yerdichtet aus den Merkmalen, welche Herr Burali-Forti auseinander- 
gesetzt und einzeln einzukleiden yersucht hat in die (solchen Aufgaben 
wohl nicht gewachsene) Symbolik der italienischen Schule. Es gemahnt 



^ Yergl. meine in den Yerhandlimgen der Leopold. Carolinischen Akademie 
im Druck befindliche Abhandlung: „tTber zwei Definitionen der Endlichkeit and 
6. Cantor'sche S&tze". 



158 n. Teil: WiBBenBchaftliche Vorfcrilge. 

hier an stenographische Etlrze^ wenn es zur Einkleidung der Aufgabe 18) 
nur eines Aufw^andes yon 5 Lettem bedarf. Oleichwohl vennag jeder, 
der relativen Logik Eundige, hieraus samtliche Eigenscliaften eines 
„emfacli geordneten^^ Ganzen denknotwendig abzuleiten^ wo nicht ein&cb 
herauszulesen. Machte man irgend einen Schnirkel, so ware solch 
stenographischer ^^ScliltLsseP' freilich noch ktlrzer; doch wQrde daa 
wertvoUste — eben letzteres — damit preisgegeben. — Es ware 
lohnend imher einzutreten in die pasigraphische Darstellung all der 
Begriffe^ um welche Herr G. Cantor hier die Wissenscbaffc bereichert 
hat. Wir konnten znnachst z. B. zeigen^ dafs die Forderung: ,,es giebt 
in der dorch x geordneten Menge a ein Element von niederstem Range^ 
sich als a^O'£;a darstellt^ und dafs a(£j-0) der Ausdruck dieses 
Anfangselementes ist^ u. s. w. Indessen lafst solches die verf&gbare 
Zeit nicht zu. — 

Ahnlich wie im Bisherigen konnte nun auch die Forderung 

19) (num. a = num. 6+1) 

pasigraphisch definiert werden. Man gelangte dadurch f&r das Zahlen- 
reich zu einem Relative 

20) ^ = um 1 grofser als-, 

durch welches sich, wenn auch nicht sehr einfach, das Relativ 

21) f = Teiler, Divisor von-, 

Oder auch, falls man dies vorzoge, das t === Multiplum, Yielfaches 
von-, ausdrdcken lafst. Dann ist 

22) l = ^jO, ()^tiO 
und haben wir beispielsweise noch: 

r = (relativ prim zu- = teilerfremd mit-) = ^ j. (1 + ^, 
(m ist teilerfremd mit n) = {m^r\n) == w ; { ? j- (1 + ?) ) ; n, 
Primzahl = (1' + 1 1 =(^ + OtO, 
^^) \ (Grofster gemeinsamer Divisor von m und n) = 

= ^ ; w • ^ ; n • { ^ J- ^ ; (w + n) } , 
(Eleinstes gemeinsames Yielfaches von m und n) =^ 

= idem, t fUr t gesetzt. 

Und anderes mehr. Mit diesen AusdrUcken la&t sich rechnen, und 
konnen Schldsse Uber sie aus ihnen selbst gezogen werden, was mit 
einem blofs stenographischen „Schltlssel% wie es z. B. Peano's D{m, n) 
fiir den vorletzten Begriff ist, nicht der Fall ware. 
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Yon den beiden Darstellmigen des Begriffs der absoluten Prim- 
zahl (fBr den Denkbereich der ganzen Zahlen) besagt bier die erste: 
Primzahl ist eine Zahl, die zu jeder Zahl aufser der 1 in der Beziebung 
stebt^ entweder mit ibr identiscb, oder kein Yielfacbes derselben zu 
sein; die andere: Primzabl ist^ was zu jeder Zabl (obne Ausnabme) in 
der Beziebung stebt, entweder ein Teiler von ibr, oder mit ibr teiler- 
fremd zu sein. Und, krafb der (bier nicbt gegebenen) pasigrapbiscben 
Struktur von t selbst, wird die eine in die andere sicb aucb trans- 
formieren lassen. — 

XJm neben der Aritbmetik aucb auf andere Gebiete wenigstens 
einen Seitenblick zu werfen, so sei bier fftr den Fall, dafs der Denk- 
bereicb 1 den Raum bedeutet, die Definition des geometriscben Punktes 
bergesetzt: 

24) (e ist ein Pxxnkt) = (e^O) n{{g=^u) + {e=^u)}, 

in andererForm(nacbPeirce) = (e=^0) 11 {(u(^ e) =^(f«= 0)} 

— deren erste Form den Punkt als einen vom Niebts verscbiedenen 
Raumteil binstellt, der zu jedem Raumteil u in der Beziebung stebt, 
entweder ganz in ibm selbst, oder ganz in seinem Aufsenraume u ent- 
balten zu sein. Die Auslegung der zweiten, von mir aucb auf die 
erste zuriickgef&brten Definitionsform tlberlasse icb dem Leser. — 

Scbliefslicb ein Wort tlber die Pasigrapbie der menscblicben Yer- 
wandtscbaftsverbaltnisse und zwar sowobl der Blutsverwandtscbaft 
(Consanguinitat) als aucb der Yerscbwagerung (Affinitat), die ein ftlr 
Studierende der Jurisprudenz nicbt unwicbtiges Eapitel im Corpus juris 
bilden. Aufser wenigen von den vorbesprocbenen allgemein logiscben 
Zeicben sind nur zwei spezifiscbe Relativsymbole erforderlicb, um alle 
diese Yerbaltnisse in knappster Form erscbopfend und unterscbeidend 
darzustellen. Diese beiden sind: 

m = mannlicb (ein absoluter Term) 
und 

c = Kind von- (= cbild of-, ein relativer). 

Da das Menscbengescblecbt ein diociscbes ist, bedeutet dann 
m = nicbt mannlicb == weiblicb, und c, wie scbon erwabnt, = Elter 
von - . Der Denkbereicb 1 =m + m bestebt alsdann aus den Personen 
der menscblicben Gesellscbafb in Yergangenbeit, Oegenwart und Zukunft. 
Nur mufs, um unserer Pasigrapbie aucb die Yerscbwagerungsverbaltnisse 
zuganglicb zu macben, jedem kinderlosen Ebepaar ein „potentielles 
Kind^ zugescbrieben werden. Freilicb konnte man, damit das Ideal 
der Pasigrapbie vollig verwirklicbt werde, verlangen, dafs aucb die 
Begriffe „mannlicb'' und „Kind von-'^ selbst nocb auf einfacbere 
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Urbegriffe zurtlckgefiilirt wiirden. Dergleichen stiinde erst zu erhoffen, 
wenn Zoologie und Physiologie eine viel hohere Stufe der Yollkommen- 
heit erreicht hatten. Inzwischen wird schon etwas zu gewinnen sem, 
wenn wir diese beiden Begri£fe m und c schlechtweg als gegeben, als 
Urbegriffe gelten lassen. Folgendes sind dann die pasigraphischen 
Darstellungen fQr einige Yerwandtschafben: 

(eventuell nur Halb-)Geschwister = 0' • c ; c, 
Vollgeschwister (Bruder oder Schwester) = 0'-c;»»c-c;wic, 
Vollbruder = 0'm-c;wc • c ; wc, Vollschwester == 0'w-c;i»c-c; wc , 
25) ^ Stiefkind = c • c ; c ; c, 

EhegesponB(con8ort)=0'c;c, Gatte=0'»»c;c, Gattin= 0'iwc;c, 
Neffe oder Nichte = c;0'(c;c), 
Schwiegermutter = wc ; 0'(c ; c). 

All diese Yerhaltnisse hat am grdndlichsten Herr A. Macfarlane 
studiert und z. B. die Frage beantwortet^ welcbe Yerwandtschaften (vom 
zweiten Grade) durch das englische Gesetz ausgeschlossen werden, 
das dem Witwer verbietet, die Schwester seiner verstorbenen Frau zu 
heiraten. Es lassen sich mit diesen Ausdriicken auch irgendwelche 
Aufgaben rein rechnerisch losen^ wie z. B. diese: Eine Dame^ Hber 
eine Photographie in ihrem Albuia befri^^ giebt zur Antwort: „Sie 
wisseU; dafs ich keine Tochter habe; nun^ ein Tochtersohn dieser Person 
ist der Yater eines meiner Enkel^^; wie war das Original mit der Dame 
verwandt? 

Macfarlane kam jedoch, da er sich gegen Peirce's Algebra der 
Relatiye ablehnend verhielt^ fiber eine gewisse Klippe nicht hinaus, 
insofem er in den von ihm aufgestellten, von den obigen noch etwas 
differierenden Ausdriicken das von ihm sogenannte ^^reduced meaning^ 
derselben nicht auszuscheiden vermochte. Der Sachverhalt kann schon 
an dem bekannten Ratsel f&r Kinder deutlich gemacht werden: Mein 
Yater hat einen Sohn, der ist doch nicht mein Bruder; wer ist es? 
Die ^reduzierte Bedeutung^' des Eindes der Eltem von jemand ist dieser 
yySelbst^^ (1')^ und ist deshalb der Zusatz 0' («= ^,ein anderer als'^ zu 
c ] c unerlafslich, um korrekt den Begriff der Geschwister zu bilden. — 

Abgesehen von diesen speziellen Untersuchungen englischen Ur- 
sprungs und von der grundlegenden Arbeit Peirce's in Amerika haben 
bis jetzt die Ziele der Pasigraphie nur noch in Italien eifrige Forderer 
geiunden. Die yerdienstyolle^ von Herm Peano seit 5 Jahren heraus- 
gegebene Zeitschrift Rivista di Matematica samt dem beigegebenen 
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Formulario ist hauptsachlich ihren Zwecken gewidmet und durch eine 
Gmppe Yon scharfsinnigen itaUenischen Forschem ist in dieser und 
anderen Zeitschriften eine Reihe yon Spezialgebieten aus der Analysis 
und Qeometrie in pasigraphischer Tendenz mit grofsem Fleifse liber- 
arbeitet worden. Was sich mit dem Boole-McCoirschen Aussagen- 
kalkul (calculus of equivalent statements) erreichen lafst — und das 
ist schon yiel — erscheint dabei grofsenteils bereits geleistet^ wenn 
auch leider in einem stark abweichenden Bezeichnungssysteme. In- 
bezug auf den^ die gegenwartige Phase der italieniscben Pasigraphie- 
bewegung noch charakterisierenden^ Nichtgebrauch yon Peirce's 
Algebra der Relative aber (fUr dessen ausgiebige Yerwertung das yon 
der italienischen Schule adoptierte Bezeichnungssystem beinahe ein 
Hindemis bildet) kann ich mich nun kurz fassen, indem ich das 
Gleichnis unseres EinfUhrenden (in der 1. Sektion, Herm Minkowski) 
auf die Schule anwende: yon denen, die sich immer noch der Segel- 
boote bedieneU; wahrend die DampfischifiPe bereits erfimden sind. Es 
bieten zahlreich ersonnene stenographische Schltlssel f&r die dem 
Bezeichnungskapital der italienischen Schule noch abgehenden Eate- 
gorieeUy die in der Algebra der Relative bereits vorhanden und 
nach ihren Gesetzen leidlich erforscht sind, nur einen unzulanglichen 
Ersatz. — 

Wurde oben gezeigt, wie mit denselben Mitteln ebensogut der 
Begriff der Unendlichkeit und des grofsten gemeinsamen Divisors, wie 
z. B. derjenige der Schwiegermutter sich darstellen la&t, so wird man 
zugeben, dafs die Pasigraphie aus dem status nascendi nun in der 
That herausgetreten und ihr Ideal wenigstens zu einem guten Teile 
bereits verwirklicht sein mufs. 

In den immerhin seltenen Fallen, wo der Menschheit die Yer- 
wirklichung eines Ideales gelang, nimmt dasselbe meistens hinterher 
sich doch ganz anders aus, als es denen vorschwebte, die es zuerst 
konzipierten. So auch hier. Soviel konnen wir jetzt schon sagen, 
dafs jener Teil von Leibniz'ens Yoraussage: „scriptura haec xmi- 
versalis aeque erit facilis quam communis^' schwerlich in Erftillung 
gehen und Descartes' Hofi&iung, dafs mit ihrer Hilfe dann ein Bauer 
mehr Einsicht in die Dinge gewinnen werde, als heute ein Philosoph, 
sich kaum jemals realisieren dtlrfte. 

Die Schwierigkeit liegt in dem calculus ratiocinator! Die 
hohem Teile der Logik bieten eine solche FtQle von Problemen, die 
zu den allerschwierigsten gehoren, und die Herrschaft Uber die — hlob 
emsten Forschem zugangliche — Algebra der Relative ist so wenig 
leicht zu erlangen, dab sie wohl nie Gemeingut werden, sondem voraus- 

Verh. d. 1. intemat. M»tlL-Koiigr. Zflrioh 1897. 11 
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sichtlich stetfl das Priyilegium von nor wenigen^ bevorzugten Denkem 
bleiben wirA — 

Nachschrift Ich habe mich bei der Auswahl der 5 Eategorieen 1) 
von Rtlcksicbten der Eonvenienz f&r die Zwecke meines Yortrags leiten 
lassen^ und will damit nicht gesagt haben, dafs ihre Zahl nicht viel- 
leicht nocb weiter redazierbar. In der That scheint unaere ^Eategorie^ ^ 
der Eonversion mittelst der Definition 

— wo i und j im Sinne von 7) Individuen vorstellen — nocb ihrer- 
seits (bei geeigneter systematischer Anordnung samtlicber ^^efinitionen^ 
auf die vier dbrig bleibenden Urbegriffe zurfickgef&lirt werden zu 
konnen. 



Zur Theorie der adjungierten quadratischen Formen. 

Von 
GusTAv Rados in Budapest. 



Die Eoeffizienten der quadratiBchen Fonn 

n n 

kSnnen als die Elemente der Matrix 

c = K»|| (»,*-.i,2,...,«) 

betrachtet werden. Es mogen die aus derselben Matrix gebildeten 
Snbdeterminaiiten m^ Orades durch 

bezeichnet werden^ wobei &^^ als abgekQrzte Bezeichnimg filr die 
Determinante 



und 



^'m»l ^'m»2 • • • ^^m^m 



i = (h> h>'-f <m), * = (*i, JC^,'", *m) 



als Bezeichnungen von m-gliedrigen Eombinationen der Elemente 
1, 2, • • •, n eingeftthrt wurden. 

YermittelBt der soeben charakterisierten Subdeterminanten wf^ 
Grades kann nun abermals eine quadratische Form gebildet werden^ 
die dieselben als Koef&denten enthalt: 



^--^J'^«>-*^5 



a»l /9r»l 



11* 
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diese Form kann man als die m^ adjungierte Form yon f^ bezeichnen. 
Die hiermit eingefiihrte Terminologie rechtfertigt der Umstand, dab 
sich aus /» ftir m = 1 die gewohnliche GauTs'sche adjmigierte Form 
ergiebt. 

Die gleichzeitige Betrachtung der nrsprfinglichen Form mit ihren 
samtlichen adjmigierten Formen bietet offc wesentliche Yorteile. Dieser 
IJmstand veranlaTste mich vorlanfig^ die nachfolgenden einfachen Satze 
fiber hohere adjungierte Formen mitzuteilen, ^hrend ich auf die 
charakteristischen Beziehungen zwischen den Elementarteilem der ver- 
scbiedenen adjungierten Formen in einer anderen Arbeit zurUckzu- 
kehren boffe. 

Tbeorem 1. Ist f^ eine definite positive Form, so sind 
ibre samtlicben adjungierten Formen gleicbfalls positiy; ist 
bingegen f^ definit und negatiy, so ist, je nacbdem m gerade 
oder ungerade ist, f^ definit und positiy oder definit und 
negatiy. 

Wird namlicb f^ vermittelst reeller ortbogonaler Transformation 
auf die Form 

QiVi+Mt^^ h?»y»* 

gebracbty so sind die Eoef&zienten 

dieser Quadratsumme bekanntlicb die Wurzebi der cbarakteristiscben 
Gleicbung 

Cii f Cii • • • Cin 



«i(?) = 



Cnl 



Cn9 



Cnn 



0; 



es kann nun fm gleicbfalls durcb reelle ortbogonale Substitution als 
Quadratsumme aufgestellt werden, deren Eoef&denten der Gleicbung 



«m(9) = 












/nf(»») 



Si 






= 



genHgen. Aus einem Aufsatz*), der im 48. Bande der Matb. Annalen (p. 41 7) 



*) Zur Theorie der adjungierten Substitutionen. 
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erschienen ist^ folgt nun, dais die Wuizeln der letzten Gleichung, falls 
sie dnrch Qiii^-i^ bezeichnet werdeu, aus der Formel 

hervorgeheii, indem man f&r i^ i^ • • • in die m-gliedrigen Eombinationen 
der Elemente 1, 2, 3, • • • n einsetzt. 

1st nun fi definit positiy, so sind die Worzeln 

alle positiYy es sind demnach aach samtliche EoefGizienten Qiii^-ifn 
gleichfalls von positivem Vorzeichen und es ist somit fm Air jedes m 
definit positiy. 

Ist hingegen f^ definit n^^atiy, so sind samtliche Qiii^-t^ f&r 
gerade m positiy, fQr nngerade m negatiy; daher ist auch fm Air jedes 
gerade m eine definite positiye, fOr jedes ungerade m eine definite 
negatiye Form. 

Aus demselben Prinzip ergeben sich noch folgende Theoreme: 
Theorem 2. Ist f indefinite so sind die Formen 

alle indefinit und die Signatur yon fm ist 

«.-^(-i^Li,){"7*). 

wo k die Anzahl der positiyen Eoeffizienten in der Quadrat- 
summen-Darstellung yon f^^ bedeutet. 

Theorem 3. Ist f^ semidefinit, so sind es auch alle ad- 
jungierten Formen. 

Theorem 4. Damit die Formen 

fi9 fl9 ' ' •; fn-i 

samtlich definite Formen seien^ ist es notwendig und hin- 
reichend^ dafs irgend eine dieser Formen definit sei. 

In ganz einfacher Weise labt sich noch das nachfolgende Theorem 
beweisen: 

Theorem 5. Ist die Matrix yon f^ m^° Ranges, so sind 
die Formen 

A+l, /In+l; • • '9 fn-i 

identisch Null und f^ das Quadrat einer linearen Form. 



Pormules pour la determination approximative des nombres 

premiers y de leur somme et de leur diffiSrence d'apr^ le 

nmn^ro de ces nombres. 

Par 

J. Pbrvouchime a Perm. 
(Tradnit par A. Vassilief.) 



M. J. PerTonchine, pr^tre an district Chadrinsk (Perm), adresse an Congr^s 
la note suivante, relative ^ ses travaux sur la determination approximatiye 
dee nombres premiers. La note est lue par M. A. Vassilief (Easan), qui 
donne k la section pr^alablement qnelques renseignements biographiques sur le 
y^n^rable autenr de la note et sur ses travaux dans le domaine de la th^orie des 

nombres. M. Vassilief rappelle que M. Peryouchine (n^ ~ Jany. 1827) a monird 

en 1877 que les nombres 2"" + 1 et 2*" + 1 sent des nombres composes. Le 
premier r^sultat a ^t^ communique par lui k FAcademie des Sciences de 
St. Petersbourg deux mois ayant que M. £. Lucas ait public (Atti della R. Accade- 
mia di Torino. Vol. XIE) le mdme r^sultat. En 1888, M. Pervouchine a com- 
munique di I'Academie de St. Petersbourg que le nombre 

2«* — 1 — 2 . «06 • 848 . 009 . 213 . 698 • 961 
est un nombre premier; ce r^sultat a ete y^rifie quatre annees plus tard par 
M. Hudelot en suivant une m^thode donnde par Lucas et est tr^s int^ressant 
parce qu*il donne le neuvi^e nombre parfait connu (Mathesis. Vn, 46 — 46). 



I. Je propose aux mathematiciens de verifier les formnles suivaates 
qui ont 6t6 publiees par moi dans le Bulletin de la Societe Physico- 
maihematique de Easan [s^rie 2, vol. lY, fasc. 3]. 

Designons par £P la somme des nombres premiers de 1 jusqu'ii 
P inclusivement^ la somme des num^ros de tous ces nombres de 1 
jusqu'a N inclusiyement par JSNy la difG^rence entre le nombre premier 
P et le nombre precedent P^ c-a-d. P — P^ par ^fP et la diff(£rence 

jp £P 
des rapports -^ — -^j^ par d. 
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LeB tables de la sommation des nombres premiers auxquelles j'ai 
commence a travailler en 1891 m'ont donne les resultats suivants: 

SN = log J^+ log, 2^- 1,5 - jj^^^, 
I -- logi^+ log, JV- 1 + ^jA_ + 5j^j^, 

^p.=.iogy+iog,jy+i8^-8^i3|y)i- i,(4y)' > 

d =. 0,5 + ji5^ + 24(log2^«* 
Pour leg sommes multiplea on a les formules BoiTantes: 



Pour N assez grand (> 8000) on a: 

(2^-l)^log2^=l, ^N-l)Jlog,N^^, 

(N—l)^(logNy=^2\ogN, (N—1)J — - 



A I'aide de ces formules je tronve les formules suiTantes qui lient 
les nombres £ et JIf et qui peuTent servir au calcul successif de 
ces nombres: 

n. Je propose de d^montrer que^ quand le nombre premier P 
auirmente, la somme multiple ZnP tend vers la limite , 

mais reste toujonrs plus grande que cette limite. [Ici P"+^ est la 
n + 1-ieme puissance du nombre premier P, In + 1 = 1 • 2 • 3 • • • 
•.•(n-l)n (n+l)-3 

*) Dans toutes les formules log^^ ddsigne le log(log(log • • • N)))); (log^)' 
la puissance i-6me du logarithme; les logarithmes sent ndp^riens. 



Cber kettenbruchfthnliche Algorithmen.*) 

Von 
W. Franz Meter in KOnigsberg i. Pr. 



Euler**) hat, wie es scheint, zuerst yersucht, den Algorithmus 
Yon Euclid fur den grofsten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen auf 
mehrere Zahlen auBzudehnen, und damit zugleich das gewohnliche Eetten- 
bruchverfahren zu verallgemeinem. Durch Satze Hermite's***) an- 
geregt, hat bekanntlich Jacob if) die fragliche Ausdehnung in weiterem 
Umfange aufgenommen. 

Der Verfasser — der die gnmdlegenden Ideen schon yor einer 
Beihe yon Jahren Freunden mitgeteilt hat — hat im Folgenden die 
Jacobi'sche Theorie auf Orund zweckmafsiger Bezeichnungen und Be- 
griflfe wesentlich yereinfacht und weitergeftihrt. In letzterer Hinsicht 
sei ii^sbesondere auf das yon Jacobi beiseite gelassene Annaherungs- 
problem yerwiesen, das in § 6 theoretisch, wie praktisch erledigt wird. 
In Riicksicht auf den zur VerfQgung stehenden Bauui konnte die Dar- 
stellung des Inhalts nur eine sehr knappe sein. Man yergleiche noch 
die yorlaufige Mitteilung in den Berichten der Eonigsberger phys. okon. 
Ges. Dez. 1897, wo der Fall d = 2 explicite durchgefiihrt ist. 

*) Der Inhalt der Abhandlnng konnte, aus Mangel an yerfclgbarer Vortrags- 
zeit, ebensowenig zum Vortrag gelangen, wie das urspriinglich angekfindigte 
Tbema: „Die neuere Entwickelung der Algebra and Zahlentheorie". 
♦•) Comment. Arithm. coll. 1849 Bd. II p. 99. 

***) Joum. f. Math. Bd. 40, ygl. auch Liouville^B Journal Bd. 14, sowie die 
Abhandlung: „Sur la fonction ezponentielle*\ Der yon H. ansgesprochene Satz, 
man kOnne n (irrationale) GrOfsen so durch n rationale mit demselben Nenner N 

annShem, daXs die bezw. Abweichnngen < r- werden, tritt hier in einer 

i+~ 
N " 
gewissen Modifikation auf (§ 7, XV <^). 

t) S. die beiden nachgelassenen Abhandlungen im Joum. f. Math. Bd. 69. 

Auf die yon Bachmann, Hurwitz, Hilbert, Minkowski u. A. g^egebenen 

arithmetischen Fortsetzungen einzugehen, erschien hier nicht eiforderHch. 
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§1. 

Seien r^,, r^, r,, • • • r^, wo r^ > r^ > r, > • • • > r^*), rf + 1 posi- 
tive ganze ZahleiL Ein erster Quotient q^^ gebe an^ wie oft r^ in r^ 
enthalten ist^ ein zweiter Quotient q„, wie oft r, im Reste r^ — in^D 
ein dritter Quotient q^, wie oft r^ im Reste Tq — q^^r^ — q^r^ u. s. t; 
endlich gebe ein d^ Quotient qdd ^ ^^ oft r^ in 

enthalten ist^ T^hrend rd^i^Kr^) den ^Schlufsrest^^ 

bezeidme. 

Verfabrt man entsprechend mit dem System {r^f r^, " - ^d4i)> bo 
entstehen d neue Quotienten q^^ty q^^f, $4,8 - * * 9d+i,d nebst einem zweiten 
Scblufsreste ra^f(<ird^i)y u. s. f. Bezeichnet man noch die negativ 
genommenen Quotienten ( — q) mit v**), so findet die gemeinte Ent- 
wickelung ihren Ausdruck in dem Algorithmus: 

I •'ji + V»-fl,ir„^.i + V»+»,«^ii+« + h Vn-\-d,drn+d = ^n+d+l 

(n = O,l,2,..0, 

wo stets r„<r»_i ist. Der letzte der SchluTsreste rn(n>d)f der 
nicht yerschwindet, sei r^. Ftlbrt man noch d weitere verschwindende 
SchluJGsreste ru-\.iy ru+tf • - * r^^d &I0 ^^iiberletzte^ ein, so endet der 
Algorithmus I mit den d-^- 1 Oleichungen: 



n 






Jeder gemeinsame Teiler von r^y r^, - - - r^ geht in r^ auf, und um- 
gekehrt jeder Teiler von Tu in r^, r^, • • • r^] r^ ist also der grofste 
gemeinsame Teiler von r^, r^ - * r^. 



^) Diese Anordnnng ist nur der Bequemlichkeit halber getroffen. 
*♦) Die v^ 1 sind von Null yerschieden, die *'„ gi V s * * * ^^^"^611 teilweiae* 
Oder 8&mtlich yerschwinden. In dem Falle, dafa alle v ,, *r 3, • • • •'. ^ ver- 
Bchwinden, wxrd die ganze Theorie der der gewOhnlichen Eettenbrfiche sehr fthn- 
lich, wenn sie anch dorchans nicht mit ihr koincidiert. 
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§2. 

Substituiert man in I succ. die Aosdriicke fur r^+i, ra^t, - • • 
jeweils in die nachstfolgende Gleichung, so wird jedes r» (n > d) eine 
,^©are Kombination" der r^, r^, - -- r^, namlich: 

m r, = roPo,, + riPi., + • • • + uP^n (n > d\ 

wo die Pi^n ganze Zahlen sind. Schreibt man rn.\-d einmal in der Ge- 
stalt in, das andere Mai gemafs I und ersetzt hier wieder die 

durch ihre Werte in 111, vergleicht sodann die Koeffizienten von 
Ti {i^^Oylj ' " d), so hat man das Rekursionsgesetz der P: 

Der Beweis bleibt in der That bis zum Anfangswerte n = 1 gtQtig, 
sobald man auch die r^, r^, - " r^ in die Gestalt III bringt, d. h. wenn 
man noch die Orofsen einftihrt: 

Setzt man zur Abktlrzmig die Determinante: 

(1) I Pi.„ P^.+„ . . . P,.,4., I (i = 0, 1, . . • cZ) = (n, n+ 1, • • ., n + d), 

SO f&hrt die Elimination der v aus IV (bei festgehaltenem Index n) zu: 

(2)(n-l,n,n + l,-..,n + d-l) = (-l)-(n,n+l,n+2,...,n+d), 

und, da infolge der Festsetzungen HI* (0, 1, 2, • • •, d) den Wert + 1 
besitzi^ zu der Fundamentalrelation: 

V („,„+i,„ + 2, ..., n + rf) = (-l)-. 

Es haben also nicht nur die Elemente irgend einer Reihe oder Eolonne 
Yon y den grolsten gemeinsamen Teiler Eins, sondem auch die zu- 
gehorigen Unterdeterminanten. 

§3. 

Besitzen im besondem die Tq, r^, • • *, r^ den grofsten gemeinsamen 
Teiler Eins, so gehen die Formeln HI ffir n = w, m + 1, • •, w + rf 
iiber in: 

f'oPo.u +»'iPi,u + • • • + *'«|Pd,» =* 1| 
roPo,i«+i + n Pi,u-hi + h ^dPd,u-hi = 0, 



D 



.roPo,u+d + riPi^U'\'d + h ^«iP«i,K+d = 0. 
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Bedeuten i7o,M| ITi^uf * * i Ha^u die Unterdetermmanten der 

Po,Uf Pi,u, ' ' 'f Pd,u 

in (Uj u -{' Ij - • 'y u '{' d\ so ergiebt die Auflosung der Gleichungen II* 

nach den r^, r^, - • • r^: 

VI n-i7,,«(i — 0, 1, ..., rf). 

Die Formeln II* und YI enthalten die y^Auflosung^' der homogenen 

linearen diophantischen Gleichung: 

(3) ro6o + rJi + ... + r,|. = 0, 

d. i. die Aufstellung aller ganzzahligen Losungen (g) von (3) mittelst 
d ganzzahliger Parameter. Denn nach III* sind 

(P,.4-0,(A.+.),---(i''..+-) (i-0,l,...«i)*) 
d LosungBBysteme von (3), folglich: 

(4) &-AiP^.4.i + A,P,,«+, + ... + AdA-+- (i = 0,l,...rf) 
bei ganzzahligen, arbitraren A eine oo^ Schar von Losungssystemen 
Yon (3). Umgekehrt sei (g/) irgend ein LoBungBsystem von (3), es 
sei also Bimultan (mit RUckBicht aaf 11*): 

i i i i 

(i = 0,l,..d). 
Da aber nach VorauBsetzung die r^^ r^, • • • r^ den grolsten gemein- 
samen Teiler Eins haben, so zeigt die AafloBung von (5) nach den 
VerhaltniBsen der r: 

^dab die Unterdeterminanten der 

(6) Po.«+», Pi,u+kj • • -, Prf,u+* (t = 1, 2, . . . rf) in der 

auB den g^ und den Pi,u'\'k gebildeten Determinantei jeweils gleich 

Bind den mit einem gewiBBen ganzzahligen Faktor A/ multiplizierten 

Werten der r^y r^, • • •, ra*^ 

Ersetzt man andererseits in (4) die !< durch daB beliebig gewahlte 

LoBungBsyBtem der |/, bo giebt es Bicher zugehorige rationale Werte 

der A; die AufloBung von je d der Oleichungen (4) nach den A liefert 

aber, wegen VI, £&r die Aif^, A,ri, • • •, Air^ gerade die Werte der 

in (6) aufgefQhrten Unterdeterminanten, d. h. cb ist: 

(7) li-ki' (»-l,2,...(0; 

Bomit Bind die li ganzzahlige Parameter. Haben die £' den grofsten 
gemeinBamen Teiler Eins, so auch die A und umgekehrt. 

•) Bedeatet d^ den grOlsten gemeinsamen Teiler von to, r^ , • • • r^_ ^ , r^ i ^ i * *'«i i 
80 ist d^ zugleich der grOlste gemeinsame Teiler von Pj^^^ -Pc^»-f g* • • • ^Lu4-d • 
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§4. 

EQermit ist man auch im Besitze der ^yAuflosimg^ der linearen, 
nicht homogenen, diophantischen Gleichtmg*): 

(8) r^Xf^ + rj^x^'] h ux^ = -K. 

Eine erste Losung (xf) von (8) fliefst aus der ersten Gleichung 11*: 

(9) x/=RP^^ (i = 0,l,...d). 

AUe weiteran Losnngen von (8) stunmen Qberein mit denen der 
homogenen Oleichong: 

(10) 2!^i(Xi-x,') = 0. 

Durch EombinieruBg von (9) mit (4) erhalt man die „Aiif losung" 
Ton (8): 

Vn x, = RPi,u + XtPi,u+i + XtPi,u+, -\ h XiPi,u+i 

(,• = 0,1,2,... d), 

WO die X alle ganzen Zahlen (inkl. 0) zu durchlaofen haben. Umgekehrt 
lassen sich die, einer beliebigen LoBimg (xi) von (8) korrespondierenden 
A aus YII entnehmeiL Denn man kann VII els d-}- 1 lineare Olei- 
chungen in den <2 -|- 1 Unbekannten R, i^, 31^, - - - X^ auffassen. Wegen 
YI und vn kommt namlich f&r 22: 12 ^^ ^TiXi, was nach Voraus- 
setzimg identisch erfUIt ist^ und f&r die Xk (h=^lf2y- -- d) 

(11) Xk = I P,f,«, P<.i«-f 1, • • •, P»,tt-f.*-i, Xiy P,-,„4.44.i, • • •, P|,i»+d I 

(i = 0,l,...rf). 

§5. 

Ist Yon den Verlialtnissen r^ir^ir^i - " ir^ wenigstens eines 
irrational, so bricht der Algoriihmus I nicht ab, wahrend seine Glei- 
chungen im dbrigen ftlr einen beliebigen Wert von n ihre Form be- 
halten, und auch die Belationen III, lY, Y stets gdltig bleiben. 

TJnter einem ^^periodischen^' Algorithmus I yerstehen wir einen 
solchen, £&r den bei einem gewissen**) Werte von «(> d) eine Pro- 
portion Yon der Art 



*) In einer diophantuchen Gleichung ron der Form (8) darf stets angenommen 
werden, dafs die r positiy, nngleich, und der GrO&e nach geordnet sind, sowie den 
grOfsten gemeinsamen Teller Eins besitzen. 

**) Sobald n&mlich Yin fEir einen gewissen Wert yon n gilt, ist auch — 

r 

wie aus der in § 8 gegebenen Darstellung von hervorgeht — fdr jeden 
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Vin r„ : Tn+i : ^,4.8 : • • • : Tn^d «= ^'n+p • rn+p-f 1 : rn-\-p+% : • • • : tn^p+d 

existierl^ wo p eine positive ganze Zahl (> 1) isi 

Man fasse fQiV^, • • • Td als die homogenen Eoordinaten eines 
Ponktes (r) in einem linearen Raume Md von d Dimensionen auf. 
Die Forderung YIH, die mit der anderen aquiyalent ist, dafs alle 
Determinanten der Matrix 



vni' 



Tn+p, rn+p+1, ^n+P+Sy " * '9 ^n+p+d 



= 



sind, Bagt^ nach Substitation der bezw. Ausdrtlcke lU^ aus^ dafs der 
Pnnkt (r) dem Pimkt-(d-f' l)-tupel angehort, in dem sich die „f'V^ 
der Matrix YIII' schneiden. Vermoge des Parameters k: 

(12) k~^^ = ^^^^^±^ '-^^±^ 

^+p ^n+p+i ^n-^P+d 

hangt die Bestimmung des {d -|- l)-tapels ab yon der ganzzahligen 
Oleichung (d -f- 1)^ Orades (deren erster und letzter Eoeffizient nach 
V gleich (— 1)^« resp. (- 1)-(»+p) ist): 

IX Kd^i = 

= 1 Pi,n kPi^n-i-py P».n+1— *P,f,n+p+l,--,An+<f — *P£,„4.p4.rf 1=0. 

Dem Pimkte (r) entspricht eine bestimmte Wurzel k' (> 1) der Glei- 
chiing; umgekebrt kommt man yon k' yermoge (12) zu (r) zur&ck 
Wir sagen knrz: 

IX* yylst der Algorithmus I periodisch^ so ist (r) eine 
Irrationale (d + !)*•" Grades." 

Auf die sehr wahrscheinliche Umkehrung des Satzes gehen wir 
hier nicht ein. 

§6. 

Es soli das durch I inyolyierte Naherongsyerfahren studiert werden. 
Wie die Formeln VI erwarten lassen, werden die J7o,n : -Hi.* : • • • : Ild^n 
Naherongsbriiche fdr die Tq : r^ : • • • : r^ liefem, deren Genauigkeit mit 
wachsendem n zimimmt. 

Beztlglich des Wachstoms (nnd Vorzeiehens) der Pi^n lai*Bt sich 



^ii-4-l ^n lull 

grOfseren Wert von n: — -^-— « — xfZ—^ und die q^ , g^j , • • • q^^ weisen je 



^- %+P 



eine p-gliedrige Periode auf und umgekehrt. Hieraus ist leicht zu erkennen, was 
eintritty wenn die gemeinte Periodicit&t nur eine teilweise reap, eine ungleich- 
m&Tsige ist. 
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aus den Bekursionsformeln lY unmittelbar nichts folgeniy da die v 
negatiy sind. 

Urn die Rekursionsformeln f&r die Jli^n zn^finden, mtLssen wir 
erst eine geeignete Bezeichnimg einfuhren. Wir denken uns eine 
Matrix aus d Reihen und d -{-1 Eolonnen gebildet von der Art: 

(13) I P,^.„ Pi..,, P^.„ • • •, P.i.«J (* = 1, 2, • . . (^ n» + nn) 

tmd verstelien unter 

(14) JI,,.,..,,,.,(i = 0,l,...rf) 

ikre (sc. mit altemierendem Vorzeichen genommenen) Determinanten, 
sodaTs speziell fttr n^ = n + 1, w^ = n + 2, • • •, n^ = n + ^ gemafs 
der Bchon in VI yerwandten Bezeichnnng: 

(15) i7,-;,4.i,,4.,,...,n+d = Hi^n 

isi^ 80 ergiebt sich auf Grand yon IV BucceBsiye: 

(— l)"*""*-^!,*"— «»si-ni.«-i+i7<;,_i,^-j.i,«+a,...,i,4.d-i, 

( — l)**~^-ni;ii—»,ji— 1,11+1, ••,»+<«— a'^""9«,«-'^<."—« 

(^^)i +i7ir;«-8,ii-».ii-l,ii+l.- ..ii+««-8* 

mithin durch Zusammenfassnng:*) 

Um hiermit zu rechnen, sowie um weitere SchltlBse zu ziehen, 
bedarf es der wirklichen Berechnung der Bildungen 11 mit den 
niedrigBten Indices, d. i. der {d + 1)* Orofsen 

i7,-,_i, i7,r,o; -Hi,!, • • •, Ui^d^i- 

Diese 11 Bind nach III, III', IV einer Matrix yon (d + 1) Ko- 
lonnen und d* Beihen zu entnehmen. Die (d -f- I) ersten Beiben be- 
stehen aus NuUen exkL der Diagonal-Einer; die {d -f- 2)^ Beibe aus 
h ^uy ^m; ^38; • • '} '^d.di und die folgenden (d — 2) Beihen yon Grofsen 

*) AuB X entnimmt man noch die Darstelluiig der a ^, g g, • • -, g,^^^ als 
(d -\- l)-reihiger Determinanten der 21. 
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lassen sich, eben wegen ihrer linearen Zasammensetzimg III; nnd da 
sie nur als Elemente von Determinanten 77 betrachtet werden, ersetzen 
durch resp. 

(0, 1, VJI, V8.8, V4.8, • • •, Vd,rf-l), (0, 0, 1, V81, 1/4.,, • • •, V^d-j)> ' ' ^7 

(0, 0, 0, . . ., 0, 1, i/^«i.i, v^,). 
Urn das Endresultat zu fixieren, bedienen wir uns der Abkiirzungen: 



(17) 






1, 



Nin^ 



1 

•'. + 1.1 

Vi^i 1 

*'<+2,8 V<-f-»,2 V<4-«,1 



V<.1 1 

V|+l,» ^t + l,! 





1 






1 



, etc, 



V<+8,4 Vrf-J.8,8 *'t-h8,» Vi+S.! 

dann kommt fttr die fraglichen 77<,« (I'l.^lVo^^d-i) • 

f77,.,(t<n- 1) = (- l)-(--^>-*iVi+i.,+,>,; 
1 77,., (i ^ n - 1) = exkL 77^_i = (- 1)-. 

Da Ni^n selbst stets das Vorzeichen ( — 1)* hat, so kommt die 
Vorzeichenregel ftLr die 77j.ii einfach darauf hinaus, dafs die 77 bei ge- 
radem d niemals negatiy sind, bei ungeradem d das Vorzeichen ( — 1)" 
haben. Wegen X gilt diese Kegel f&r samtliche TZ^*,., d. h. auch wenn 
n ^ c2 ist, und es gilt somit der Fondamentalsatz: 

Xn „Die absoluten Werte der 77,,, sind mit n stets wach- 
sende (ganze) Zahlen, die man vermoge (17), X, XI berechnei 
Die 77,,« selbst haben das Vorzeichen von ( — 1)^", sind also 
bei geradem d positiv (abgesehen yon einigen verschwinden- 
den Anfangswerten), bei ungeradem d dagegen und f^st- 
gehaltenem i yon konstantem, bei wachsendem n yon alter- 
nierendem Vorzeichen.^ 

Die einzige Schwierigkeit bei der Herleitung der Formeln XI 
liegt in der Bestimmung des Vorzeichens der 77/,«, das aus den Deter- 
minanten schwer zu ersehen ist Man kann aber die yon Null yer- 
Bchiedenen 77^ « — wenn man entweder den ersten oder aber den 
zweiten Index festhalt — als homogene Unbekannte in linearen Hilfs- 
gleichungen au£fassen, die yon folgendem Typus sind: 



xm 
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IVi^iXi + a^ — 0, Vi^t,iXi + Vi+i^iX2 + a:8 «= 0, 
Vi^i^$Xi + Vi^i^iXi + v.+j,ia:s + 2:4 = 0, 

alsOy wegen der Negatiyitat der v, sofort erkeimen lassen^ dais die 
Verhaltnisse der Unbekannten positiv ausfallen. Dadnrch reduziert 
sich die ganze Vorzeicheubestiiunmiig bezw. der Tli^n &^ die Fesir 
stellung des Vorzeichens einer einzigen Determinante^ die aufser 
NuUen nnr Diagonal-Einer aufweist^ also positiv ist. 

Die Auflosung der far die Indices n, n -}- ly - - -, n -{- d an- 
gesetzten Relationen III nach den r^, r^, -- -^ ra gemafs V und (17) 
ergiebt: 

j(_ l)<«»n = r. J7,,. + (- l)'r.+i i7,;^.+,....,.+, 

+ (— l)»''r,+jJTf;^«+i,,+j,...,,+jH 

+ (_l)(--i)-r,+3_xi7,j^.4.,,....,+rf_,.._j 
+ (-l)"r.+.IT,,._x (i = 0,l,...rf), 

WO also alle 11 rechterhand das Vorzeichen von ( — 1)**" besitzen, 
sodals nach dessen Hebung auf beiden Seiten nur positive Zeichen auf- 
treten. Da aber die absoluten Werte aller 77 rechts mit n stets 
wachsende (ganze) Zahlen, und die n selbst positiv sind, so folgt: 

XrV „rn wird mindestens unendlich klein wie = — ."*) 

§ 7. 

Wir zeigen jetzt das Oesetz, nach dem sich die 77o,n : 77i,n : ** • : Jld^n den 
r^iTj^: " ira nahem. Zu dem Behuf betrachten wir gleich rf+ 1 ^on- 
sekutive Wertsysteme der 71, die mit (n — 1), (»), (« + 1), • • •, (n + d — 1) 
bezeichnet seien, nnd interpretieren sie (§ 5) als Punkte — mit den 
rechtwinkligen Koordinaten**) 

in einem linearen Baume Ma von d Dimensionen. In Md bilden die 
d-}- 1 Pnnkte, vermoge verbindender Ma^i, den geschlossenen BAum 
eines „{d'\- l)-eders^, dessen absoluter Inhalt ^n-^d, niit Rtlcksicht 
anf y, bestimmt wird dorch: 

(19) d\ J,+, = ;g n \.„ 

•) Die Verhaltniase JT,. ^^ : JIj^^ sind, wie aus § 7, XV» hervorgeht, in end- 
lichen Grenzen eingeschlossen. 

**) Die Bevorzugung des Index d ist selbstredend nur eine auTserliche. 
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Der nachstfolgende Punkt (» -|- d) bildet mit je d Ecken von 
2/„-j-d ein „Teil-(rf + l)-eder" dessen absoluter Inhalt mit ^^^-d^i 
(i= ly 2j • • •, <? + 1) bezeichnet sei, wenn (n + ^ — ^® ausge- 
schloBsene Ecke war. 

Dann ergiebt sich auf Orund von X: 






(20) 






mithin durch Addition, wiederum wegen X: 

(21) ^,+rf = Jn^a-l + ^n+d-.% H h -^1. + -^—1, 

d. h. die Summe der absoluten Inhalte der d + 1 Teil-(d + l)-©<ier ist 
gleich dem absoluten Inhalte des ursprtlnglichen (d -j- l)-eders. 

Das ist aber nnr so moglich, dafs der Punkt (n'\-d) im Innern*) 
von ^n-^d liegt. 

Nun folgt aus elementargeometrischen Ortlnden, dafs, wenn ein 
Punkt P im Innem eines Dreiecks A^, A^, A^ liegt; j^de Strecke 
PAi (f=sl,2, 3) sicher kleiner ist, als wenigstens eine Seite des 
Dreiecks, — ein Satz, der sich durch yoUsiandige Induktion auf ein 
(d -f- l)-eder in M^ iibertragen lafst 

Andererseits ist aber auch der elementare Satz, dafs irgend eine 
Seite eines Dreiecks stets kleiner ist, als die Summe der beiden anderen, 
in dem Sinne auf ein (rf+ l)-eder (n — 1), (n), (« + 1), • • • (n + rf — 1) 
ausdehnbar (wiederum durch YoUsiandige Induktion), dafs irgend eine 
Eantenstrecke des (d -f- l)-eders sicher kleiner ist als die Summe der 
Strecken: 



(n - 1), («) + («),(„+!) + ... + („ + d_ 2),« + (d- 1). 

Bezeichnet man daher unsere Punkte (n), • « • als „Naherungs- 
punkte", das von (d + 1) konsekutiven gebildete (d + l)-eder als 
ein „Naherungs-(d+ l)-eder", und sieht die absolute Strecke zwi- 
Bchen zwei Naherungspunkten als Mafs f&r die Abweichung der 
bezw. Wertsysteme 77 von einander an, so lautet das Ei^ebnis: 

XV'. „Irgend ein Naherungspunkt (w + d) liegt stets im 
Innem des von den d -\- 1 voraufgehenden gebildeten Nahe- 

*) DarauB geht sofort der bereits in § 6 benfltzte Satz hervor, dafs die Ver- 
hfiliaiiBse 27^ ^ : 27^ ^ : • • • : J7^^ in endlichen Grenzen eingeschloBsen sind. 

Yerh. d. 1. intonut. Math.-Kongr. Zflriob 1897. 12 
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rungs-(d+ l)-©der8 ^n-^d- Di© Abweichung zwischen (n + rf) 
und (n + ^ — 1) 18* kleiner als die Summe der d Abweichungen 



xm' 



(n-l),(n) + (n),(n+l) + ...+Xn + rf-2),(n + rf-ir 

Nunmehr ziehen wir den Ponkt (r) selbst heraus. Die Aus- 
fahrung der Formel XTTT mit Hilfe der Rekursionsformebi (16) liefert 

Versteht man unter iZ,- die mit r« dividierte rechte Seite von XJIV, 
Bodafs fiir die VerUlltniBBe der r^, r^y - - -y ra gilt: 

(22) fo : ri : . . . ! r^ = i?o = ^1 = • • • • ^rf > 

BO bemerke man, dafs, da nach I r» < r«_i, *""^ = g»,i ^ 1, und 
kein Qn^^f Qn^^y ' * * negativ sein kann, durch Yergleichung mit X folgt: 

(23) Ri>n,n (i = 0,l,..-,cZ). 

Auch der Punkt (r) bildet mit je d Ecken von ^fn+d ©in Teil- 
{d + l)-eder, dessen absoluter Inhalt ^ST+^i..,- sei, wenn (n -\- d — i) 
die auBgeschlossene Ecke war. 

Eine Rechnung, die der zur Erzielung von (20), (21) ausgegebenen 
ganz analog — geBtiitzt auf XTTT" — verlauft^ liefert: 

(21-) ^«+^ - J:\.,-t + z/i'^,-, + . . . + ^w ^ j^i^ ^ 

also auf Orund der oben beniitzten geometrischen Hilfssatze: 

XV^ wDer Punkt (r) liegt im Innern samtlicher Nahe- 
rungB-(d + l)-eder. Seine Abweichung von irgend einem 
Naherungspunkte (n -}- d — 1) ist kleiner als die Summe der 
d Abweichungen: 

(n-l),(«) + («),(n + l) + ... + (n + d-2),(n + d-l)« 

Um endlich fiber die Abweichung zwischen zwei konsekutiven 
Naherungspunkten (n — 1), (n) Genaueres zu erfahren, leiten wir aus V 
nach einem bekannten Determinantensatze die Formel ab: 

xyi ^-7r^^ = ir^±^ i-o,i,...,d-i, 



wo der Zahler rechts die zu 
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komplementare Unter- 



determinante von V bedeutet. Aus XVI ergiebt sich sofort die ^^b- 
weichung*^ Sn— i.n zwischen den beiden Wertsystemen (n — 1) und (n) 
durch: 

XVI' 4-M == (jj—hr)' 2'(^i.-+''/ (»■ = 0, 1, • • •, d - 1) 

tJber das Wachstum der Jl^ln+d reap, der r»— i,n lafst sich ebenso- 
wenig Oenaueres eroiereiiy als tlber das der P,;« selbst (cf. § 6^ An- 
fang). Wir werden daher fiber die Abnahme der Abweichung $«— i,i> 
(bei wachsendem n) ein Eriterium zu suchen haben, das nur von den 
ITi^n abhangty und doch mdglichst viel aussagi 

Zu einem solchen Eriterium gelangen wir durch Anleitung der 
Satze XV % XV**, indem wir das Produkt gerade der Abweichungen 
untersuchen, deren Summe dort auftrat, namlich: 

(24) Sn-^i,nSn,n-^l ' ' ' Sn+d^i,%+d-l = 

^ / I \ / ^~l,1■^l^1l-^l • ' • ^n4-<f~8, «■+«'-" l \ . 

Hier lafst sich der zweite Faktor rechterhand in einer bemerkenswerten 
Art umgestalten. Der Nenner ist namlicb — wie auf Orund des schon 
bei XVI bentltzten Determinantensatzes, sowie des Laplace'schen Zer- 
legungssatzes ohne Schwierigkeit henrorgeht — als eine einzige 
d-reihige Determinante darstellbar, deren Elemente gerade die in den 
Tn^i^nf ' "f ^n+d—ft^n+d—i des Zahlers figurierenden i7<*»*'> sind, in 
Zeichen: # 

(25) n^^nn^n+i ' ' ' n^n+a^i = 

= 1 J7?lfi,«+,+i, i7?l?,,,+,+„ . . ., i7?l{?^.+,. I (f = 0,l,...,d- 1). 

Darauf gestfttzt, ziehe man aus jeder der Quadratwurzeln 

je eine gewisse der Grofsen 

jj{i,d) jj(k,d) jj(i,d) 

als Faktor heraus, und setze das Produkt dieser Faktoren als Nenner 
des Nenners (25) an. Wie auch die Verhaltnisse der nunmehr in den 
r yerbleibenden iJ^'*"^) beschaffen sein mogen, stets lafst sich die an- 
gegebene Manipulation so yollziehen, dafs der in Rede stehende zweite 

12* 
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Faktor rechis von (24) zu einem Quotienten wird, dessen Zahler eine 
endliche, angebbare Orenze nicht tLberschreiten kann^ wahrend urn- 
gekehrt der Nenner — eben weil jeder Faktor links in (25) mit n 
jede Orenze iibersteigt — nicht unter eine endliche, angebbare Grenze 
heruntersinken kann, d. h. der zweite Faktor rechts in (24) ist selbst 
zwischen endlichen Orenzen eingeschlossen. 

Damit ist das wichtige Resultat gewonnen: 

XV*'. „DaB Produkt der Abweichungen 

(n -!),(«), («),(« + !), • • •, (n + rf-2),(n + d-l) 

— deren Summe den Kern der Satze XV*, XV** bildete — wird 
bei unbegrenzt wachsendem n unendlioh klein wie 



^d,n—l^d,n ' * • ^d.n-^-d—i^d.H'^-d—l 



§8. 

Die explicite Darstellung der kettenbrachahnlichen Algorithmen 
fiir die Naheningsbrtlche i7o,« : /Zi,« : • • • : ilii,« resp. ftlr die r^ : Tj : • • • : ra 
selbst stoist aiif keine prinzipielle Schwierigkeit 

Der blofse Anblick der Formeln X fUlirt zu der Regel: 

XVn. „Dadurch, dafs man Qn^i vermehrt um *"*"^*^ , g,^l um 

-p±^,..., qn,d-i um -r^^f endlich q^^a um , gehen die 

^n-j-1,1 *«H-i,i »*+i,i 

iIo,i. : ili.i. : ' • • : Ha^n 

fiber in die nachstfolgenden /Zb,i»4.i : Hi^n-^i : • • • : ili^^+i." 

HierauB flielst, mit Rtlcksicht auf die in XI angegebenen Werte 

der n mit niedrigsten Indices, die gemeinte Darstellung der 

Hnn : Ilin : • • • : Hj^n 
yon selbst. 

,,So erhalt man f&r d=2: 



(26) 



n, 



0,1 






n, 



0,» 



^n,i '\t 



= ?i,i- 



«»,« + 



«».» 



n. 



'«,» 



«i,i ' "i,. 



=«i.i- 



«*,! + 



^; etc, 



^ 
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wahrend die jeweils unter dem HauptbrachBtrich stehenden Nenner die 
Werte der 77-^, jf^} Tt ®*^- r©pr»S6iitieren. 

^h,% ^^1,8 ^^«,4 

Die enisprechende Darstellung der r^ : r^ : • • • : r<j ergiebt sich 
hierauB and dnrch Vergleich mit XTTF, (22). Bei der Ausftlhrung 
empfiehlt es sich, in den mit r^ diyidierten rechten Seiten von XIII' 
systematisch die Quotienten: 

(27) 'J^^^,(>1) 

einzuf&hren. 

XVin. ;,Die Darstellung der r^j : r^ : • • • : r,! bricht dann mit 
den d Quotienten Xn^ ^n+i; - * -, Xn-^d-^i ab, und umgekehrt ge- 
langt man von ihr zu der der obigen der /Zo,» : IZi,* : • • • : i7rf,» 

zuriick, indem man Xn ersetzt durch [a?J '^ Jii,i und durch 



X 



[^.]— 



n+l 



Selbstredend resultiert die nicht abbrechende Entwickelung der 
Tq : fj : • • • : r^, indem man in der fttr die ilo,, : /Zi,« : • • • : Ild^n d©n 
Index n unbegrenzt wachsen lafst. 



Uber eine neae Eigenschaft der Diskriminanten algebraischer 

ZahlkOrper.*) 

Von 
L. Stigkelbebobb in Freiburg L Br. 



Seit langer Zeit habe ich mich mit dem Beweise des Satzes fiber 
die Frimfaktoren der Orundzahl (Diskrimiiiante) eines algebraischen 
Zahlkorpers beschaftigt^ den Herr Dedekind im Jahre 1871 angekClndigt 
imd fElr den er im Jahre 1882 in einer eigenen Abhandlung zwei voll- 
siandige Beweise gegeben hat. Auch ist es mir schon yor Jahren ge- 
longen, beide Beweise so zu vereinfachen, dafs sie an Ein&chheit kaum 
hinter dem zurtlckstehen, den Herr Hensel 1894 gegeben hat und den 
seither die Herren H. Weber nnd D. Hilbert in ihre zosammenfassenden 
Darstellungen aufgenommen haben. Einen dieser Beweise eriaube ich 
mir hier yorzuf&hren, weil er fast unmittelbar zu einer neuen Eigen- 
schaft der Orundzahl hinleitet, namlich zu einem Zusammenhang 
zwischen ihrem quadratischen Restcharakter in bezug auf irgend eine 
ungerade Primzahl und der Zerlegung der letzteren in Primideale des 
gegebenen Korpers. Etwas miihsamer ist nur der Er^mzungssatz 
bezfiglich der Primzahl Zwei zu beweisen. Ich bemerke noch^ dafs 
ich zu dieser Eigenschaft gef&hrt wurde, indem ich einen Satz des 
Herm Dedekind iiber kubische Eorper^ der mir durch eine briefliche 
Mitteilung desselben an Herm Frobenius bekannt geworden war^ zu 
beweisen suchte. 



*) Dieser Vortrag war erst sp&t angemeldet und mufste der beschribikten 
Zeit halber ansfallen. Er erscheint hier in erweiterter Form insofem, als die 
umst&ndlicheren Erw&giingen des § 8, die beim mfindlichen Vortrag h&tten weg- 
fallen mflBsen, auf Grand einer Ausarbeitong vom April 1894 voUst&ndig mit- 
geteilt sind. 
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§ 1. 

Herr Dedekind definiert als Spur einer Zahl des Eorpers SI vom 
nf^ Orade die Summe ihrer n konjugierten Werte und zeigt, wie man 
diese Spur durch Operationen innerhalb SI bestimmen kann. An diese 
Bestimmungsweise ankntlpfend definiere ich die Spur einer ganzen 
Zahl o des Eorpers in bezug auf ein solches Ideal a desselben^ das 
in der rationalen Primzahl p aufgeht, in folgender Weise. 1st 
g der Orad von o, und sind a^, cc^, -- - Ug nach dem Modul a unab- 
hangige ganze Zahlen yon Hj bestimmt man femer g^ ganze rationale 
Zahlen Xn durch die Eongruenzen 

(1) mor ^ a^riOi H h XrgUg (mod. a), 

so ist die Summe 

^11 + ^« H h ^gg 

nach dem Modul p bestimmt und unabhangig von der Wahl der 
Zahlen a^; sie heifse die Spur von o in bezug auf a und werde 
durch A((o) bezeichnet. Offenbar ist allgemein 

J.(a>i + ^%) ^ -^i^i) + -^{^t) (mod. p) 
und im besondem A{p) ^ (mod.|)) fBr a> ^ (mod. a). 

Nimmt man fElr a das Hauptideal op, so ist g =^n und A (en) 
kongruent der absoluten Spur S{p) nach dem Modul p. Nimmt man 
jpElr a yerschiedene Diyisoren yon pj so gelten die folgenden einfachen 
Gesetze: 

I. Sind Q, b theilerfremd und bedeuten -4(a)), jB(a>), C{p) 
die Spuren einer Zahl o in bezug auf a, 6, a6 ^^ c, so ist 

A{p) + B{p) = C{p) (mod.p). 

II. Ist a die A;^ Potenz eines Primideals p, so besteht 
zwischen den zugehorigen Spuren A{p)j P(o}) die Relation 

A{to) = 'kP{(o) (mod.jp). 

Zur Begrtlndung yon I. bentLtze man, wenn noch h den Orad des 
Ideals b bedeutet, g nach a unabhangige durch 6 teilbare und h nach 
b unabhangige durch a teilbare Basiszahlen. Zur Begrtlndung yon II. 
ii^hle man zimachst, wenn f der Grad yon p ist, a^^-- - ay unabhangig 
nach p und leite aus diesen Zahlen (Jc — 1) /* weitere ab, indem man 
sie nach einander mit p, p^, * • * p*~^ multipliziert, wo p eine durch f), 
aber nicht durch p^, teilbare Zahl yon SI bedeutet Aus den f ersten 
der Eongruenzen (1) ergeben sich dann die tlbrigen durch Multiplikation 
mit jenen Potenzen, woraus sogleich Satz 11. flielst. 
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AuB I. und n. folgt u. a.: 

in. Sind Pi7 Ps; * > - pm die verschiedenen in p aufgehenden 
Primideale des EorperB, nnd ist 

(2) oj,=p>v..p::, 

80 ist die absolute Spur 

(3) S{io) = e^Ptim) + e^P,(a,) + • • • + e^P^{ai) (mod.p). 

Die Summe reduziert sich auf ihr erstes Glied, wenn o durch 
PiPs ' "Pm teilbar ist, sie wird kongruent Null, wenn aufser- 
dem o durch p^ oder e^ durch p teilbar ist 

Fiir den Fall Q = )), g=^f erMlt man, indem man die Kon- 
gruenzen (1) wiederholt auf die p^^ Potenz erhebt^ in bekannter Weise 
die f&r imbestimmtes u giltige Eongruenz: 

x^i — u a?i, • • • Xif 

^1 ^M — ** ^8/ 



(g) — u)(<dp — u)"'(caP^ * — u)^^ 



(mod. p). 



X/i Xf% Xff — u 

Aus dieser folgt: 

IV. Die in bezug auf ein Primideal p genommene Spur 
P(id) ist als rationale Zahl durch die Eongruenz 

(4) Pio)) = a> + ©'» + a)'' H 1- mP^^ (mod. p) 

bestimmt 

Daher hat die Eongruenz P(aj)^0 (mod.p) nur p^—^ Wurzeln 
(mod. p); allgemein wird P(©) je p^-'^ mal jeder der Zahlen 0, 1, • • *p — 1 
kongruent, wenn o ein voiles Bestsystem nach dem Modul p durch&uft. 

Sind wieder a^, cc^,- - - aj unabhangig nach dem Modul p, so ist 
die Determinante P^ Grades 

(5) d = \a^a;--.af-'\ (r - 1, 2, • • • /•) 

durch p nicht teilbar (ygl. Math. Annalen 37, S. 325). Nach dem 
polynomischen Satze ist 

yermoge des Fermat'schen Satzes wird daher 

iJ^ = (— 1/-'* (moAp) 
oder 

(6) d*^-' = (—!/-* (mod.p). 

Femer folgt aus (4) und (5): 

(7) 8' = \P{€Cra.)\ (mod.p). 
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AuB der Vergleichung der beiden letzten Eongruenzen ergiebt sich 
der Satz: 

V. Bilden «!,••• «/ ein vollBtandiges System unab- 
hangiger Zahlen nach dem Primideal p des Eorpers Sly so 
ist die Determinante f^"" Grades aus den nach p genommenen 
Spuren der Produkte ccr^g quadratiseher Rest oder Nichtrest 
Yon py je nachdem f ungerade oder gerade ist. 



§2- 
Der Zerlegnng (2) entsprechend wahle man 

w = ^/iH hemfm 

Zahlen o^, a, • • • a» in folgender Weise aus. Die ersten c^/i seien 
gewahlt wie oben beim Beweise des Satzes II. und aufserdem samtlich 
durch p J p J • • • teilbar, ahnlich die folgenden e^ /, Zahlen unter Hervor- 
hebung des Faktors p^ u. s. w. Man erkennt leicht^ dafs die n Zahlen 
nach dem Modnl p (und um so mehr absolut) unabhangig sind; die 
Determinante aus den Spuren ihrer Produkte Urcc, hat also den Wert 

(8) |S(«.«.)l = -»-«S 

wo a eine durch p nicht teilbare gauze rationale Zahl bedeutei 

Ist jetzt ei > 1 und r eine der Zahlen /i + 1, • • • gj/i, so sind 
alle Produkte cKra« durch pi,- "pm, ihre Spuren also durch p teilbar. 
Ahnliches gilt f&r 6^ > 1 u. s. w. In der Determinante (8) sind also 
alle Elements gewisser 

(9) (e,-m + («.-!)/; + • • • + ie^-l)U = 3 

Zeilen durch p teilbar; aufserdem sind noch die Elemente z. B. der 
ersten f^^ Zeilen durch p teilbar, falls e^ den Faktor p entMlt. 

VI. Bei der in III. angenommenen Faktorenzerlegung 
yon op ist die Grundzahl D des Eorpers jedenfalls durch pF 
teilbar, wenn ^i,^, ••• die Grade der Primideale pi, pj, • • • be- 
deuten und s durch die Gleichung (9) gegeben ist; sind einige 
der Exponenten 6 dxxrch p teilbar, so erhoht sich der Exponent 
der in D aufgehenden Potenz Yon p mindestens um die Summe 
der entsprechenden Grade /*. 

Soil s= 1 sein, so darf nur einer der Exponenten e grolser als 
Eins und zwar gleich Zwei sein; zugleich mufs das entsprechende / 
den Wert Eins haben. Ist p ^=2, so tritt dann aber notwendig der 
Ausnahmefall ein; daher ist immer 2) durch 4 teilbar, wenn 2 
durch das Quadrat eines Ideals in H teilbar ist. 
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Jetzt seien die Exponenten e^; 6^^ * - * aUe gleich Bins. Dann sind 
alle Produkte (Xrtt,, f&r die r^fi<$ ist, durch p teilbar, ebenBO aUe, 
fttr die r ^ /i + ^^ < 5 ist, u. 8. w. Daher wird nach (8) 

Da^ = DiD^ -Dm (mod. jp), 

wo 2. B. 

A = |-SK«.)| (r, 5-1,2,. ../;) 

ist. Zugleich ist nach III. f&r diese Werte von r,s S(arCCt) kongruent 
der in bezug auf p^ genommenen Spur P|(artt«); mithin nach V. 

(f)=(-iy-. 

Somit wird 

(10) (f)=-(-i)'<^-^'-(-i)-". 

yn. Die Diskriminante des Eorpers SI ist durch die 
Primzahl p nicht teilbar, wenn p ein Produkt von lauter 
verschiedenen Primidealen in SI ist; zugleich ist sie^ wenn p 
ungerade, quadratischer Best oder Nichtrest von p, je nach- 
dem die Anzahl der injp aufgehenden Primideale von geradem 
Grade eine gerade oder ungerade ist, oder je nachdem die 
Anzahl aller Primfaktoren yon p dem Grade des Eorpers 
kongruent ist nach dem Modul Zwei oder nicht 

Ist z. B. F(() eine Primfdnktion /**•** Grades nach dem Modul p, 
so ist die Diskriminante (das quadrierte Differenzenprodukt der Wurzeln) 
Yon F(t) quadratischer Best oder Nichtrest von p, je nachdem f un- 
gerade oder gerade ist Wenn man die bekannten singularen Prim- 
zahlen weglafst, die zwar nicht in der Diskriminante des Eorpers J2, 
wohl aber in derjenigen jeder ganzen Zahl desselben aufgehen, kann man 
aus diesem speziellen Satze wieder den allgemeinen ableiten. Dieser 
selbst ist das genaue Analogon zu dem bekannten fiber das Vor- 
zeichen der Diskriminante einer algebraischen Gleichung, die eine 
bekannte Anzahl reeller Wurzeln hat; in diesem Falle kommen nur 
die reellen und reeU irreduktiblen Faktoren ersten und zweiten Grades 
in Betracht 
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§3. 

Urn die zweite Halfte des Satzes VII. durch nahere Angaben fiber 
das Verhalten der Grundzahl in bezug auf Fotenzen der Zahl Zwei zu 
yeryollBtandigeiiy wird man von vomlierein Fotenzen dieser Zahl and 
ihrer Primfaktoren als Moduhi einf&hren mtlssen. Ich entwickle daher 
in diesem Paragraphen einige Satze, die sich auf Potenzen eines 
beliebigen Primideals p in SI beziehen. 

Ist p eine rationale Primzahl und v{u,Vf" -) eine ganze rationale 
Funktion der Veranderlichen u, v, - - - mit ganzen rationalen Eoeffi- 
zienten, so definiert bekanntlich die Gleichung 

(11) 9(m, V, ...)!» = (p(uP, VP, . . .) +Pif(u, V,'") 

eine zweite Funktion derselben Art. Aus dieser Gleichung ziehen wir 
eine Beihe von Folgerungen, die sich auf die Potenzen eines in p auf- 
gehenden Primideals p in i2 beziehen. 

VIII. Sind a, Py' " ganze Zahlen des Eorpers SI, so bleibt 
jede Eongruenz der Form 

Vi^^^y P^r-)^0 (mod. pH-i) 

bestehen, wenn man «;/),•-• durch ihre j)*^ Potenzen ersetzt. 

Seien fElr beliebiges h Qty 6k die dem Wertsystem 

u=^a^y t; = ^p*, ... 

entsprechenden Werte der Funktionen 9, ^^ dann gelten nach (11) 
u. a. die Gleichungen 

(12) ^t = P* +l"*_x (*>0), 

(13) fj =^1+1". (*^0)- 

Aus der zweiten von diesen folgt unser Satz unmittelbar^ wenn p 
durch p*+^ teilbar ist^ namentlich also immer f&r X; = 0. Ist aber p 
genau durch p' teilbar und h^e^ so nehme man den Satz f&r V Kh 
als bewiesen an und schliefse wie folgt. Da 

ist; kann man die Eongruenz p^^O (mod. p*); die in der angenommenen 
enthalten ist^ als eine solche zwischen den p^^ *®° Potenzen von a, j3, • • • 
ansehen und auf diese den Satz anwenden; man erkennt, dafs pjt+i, 
Qk-ykj ' ' ' Qh+f—i durch p* teilbar sind. Da aber aus bekannten Griinden 

a'^^'^a^' (mod.p*) 
und folglich 

Qk+f^i ^ p*-i (mod. p*) 
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ist, iflt auch ^4_i dorch p* und p^^ dorch p*+* teilbar, 6t—i aber zu- 
folge Oleichnng (12) dorch p^^^. Nach Annahme ist also auch ift dorch 
dieselbe Fotenz teilbar und dann zufolge (13) Qk-\-i dorch p^^, w. z. b. w. 

Nun Bei /* der Orad des Ideals p und wcrde zur AbkOrzung 
(14) uP^ — u=U, vP^ — v=r,'" 

gesetzt. Nach dem Modolsystem {UyVy- * -) ist jede ganze rationale 
Funktion q>(u,v-") kongruent einer und nur einer solchen (dem Rest)^ 
die in bezug auf jede der Veranderlichen yon niedngerem als dem 
p^*^ Grade ist. Hat <p ganze rationale Eoeffizienten, so hat der Rest 
ebensolche und man kann auch die Multiplikatoren von U^V,--' 
ebenso wahlen. Ist insbesondere 

(p(uPy v^y • • •) — q>{Uy t;, • • •) ^ (modd. C, F, • • -), 
so befriedigt; wie man leicht erkennt, zunachst die durch (11) definierte 
Funktion pij} und daher auch ^ selbst die namlichen Bedingungen wie 9. 

Sind jetzt «,/),*•- beliebige ganze Zahlen in SI und giebt man 
den Zeichen guy <fk dieselbe Bedeutung wie in dem vorigen Beweise, 
so hat man auf der einen Seite 



(15) 

auf der andem 



9l^^'^9k + pff^,, 



Pi^Po (moip). 
Daher ist Qq (und aus gleichen Griinden auch 6^^ einer rationalen Zahl 
kongruent nach p. Dann sind aber Qj^jP^^ nnd somit auch p^ rationalen 
Zahlen kongruent nach p^y und Oleiches gilt wiederum von 6^, Indem 
man so weiter schliefst, erhalt man den Satz: 

IX. Wenn die ganze rationale Funktion 9 mit ganzen 
rationalen Eoeffizienten dieEigenschaft hat^ dafs dieDifferenz 

q>{uPyVPy"') — q>{UyVy'') 

in die Form 

{uP^—u)q>^{UyVy . . .) + {^^—'^)V%{^J^^ ...) + ... 
gesetzt werden kann, wenn ferner p ein in der Primzahl p 
aufgehendes Primideal Z*^ Grades im Zahlkorper SI und 
Uy^y'-' ganze Zahlen dieses Eorpers bedeuten^ so ist stets 

einer rationalen Zahl kongruent nach dem Modul pM"^. 

Zur Erlauterung sei daran erinnert^ dafs a^ nach dem Modul 
pM-i bestimmt ist, wenn a selbst nur nach p bestimmt isi Fdr 
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Funktionen einer YenLnderlichen ist der Satz wesentlich gleiohwertig 
dem Satze 11. § 6 meiner Abhandlung „^er eine VeraUgemeinerung 
der Kreisteilung" (Math. Annalen 37, S. 351). 
Fflr die Determinante f^"^ Grades 

besteht die Eongruenz 

*«... tt^O^C-l)^' »(«*!,• ••«/) (modd.C;F,...), 
aus der, wenn 

(16) $,^\^,,^+' ... ^^'-\ ir^\,...f) 
gesetzt wird, 

(17) ^,^, = (_l)/-i^, (mod.p*+0 

folgt. Ist f ungerade, so folgt aus IX. unmittelbar, dafs S^ einer 
rationalen Zahl kongruent ist nach dem Modul ))*+^; derselben Zahl 
sind dann anch djt+i, Ja+s; * * ' kongruent nach dem namlichen Modul. 
Sind a^y cc^, • • • a/ unabhangig nach dem Modul p, so ist keine der 
Zahlen Sk durch p teilbar. 

Wir untersuchen, indem wir die letzte Annahme flber die Zahlen a 
beibehalten, ob auch bei geradem f 8k einer rationalen Zahl d kongruent 
sein kann nach p*+^. Soil dies der Fall sein, so muTs nach YIII. 
auch dt+i ^ d (mod. p*+^), somit nach (17) 

(1 + (— ly) Sjt = (mod. p*+i). 

Bei geradem f ist dies nur dann moglich, wenn 2 durch f)*+^ teilbar 
ist, also nur fQr p = 2 und nur so lange Jc eine bestimmte Grenze 
nicht iibersteigt. Ist diese Bedii^ung erftillt, so ist nach (13), (17) 

**(*,+ 1) = (mod.p*+0, 
also djk^ 1 (mod. p*H-*). Ist 2 genau durch p« teilbar, so sind hier- 
nach Se^iy de, • • • samtlich pie 1 (mod. p^), dagegen ist keine der 
Zahlen 8e, 8e-\-if • • • einer rationalen Zahl kongruent nach p*+^; der 

Quotient -^(de — 1) ist keiner rationalen Zahl kongruent (mod. p). 

X. Bilden «!,••• oy ein vollstandiges System unabhangiger 
Zahlen in bezug auf den Modul p und ist k irgend eine 
natflrliche Zahl, so ist bei ungeradem f die Determinante 
/•^^ Grades 

Ojk = |«r Or • • • «r | 

immer einer rationalen Zahl kongruent nach dem Modul p*+^, 
bei geradem f nur dann, wenn |) = 2 und durch p*+^ teilbar 
ist. Ist pj^2 und f gerade und p^ die hochste in p aufgehende 
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Potenz von p^ bo sind d^, tf«+i, • • • wohl ^ 1 (mod. 2), dagegen 
keiner rationalen Zahl kongruent nach p'+^. 

Das Quadrat der Determinante Sk ist gleich der Determinante auB 
den f* Summon 

(18) (««,«./ + •• -f-(«r«./'^^"N 

auf jede von diesen findet der Satz IX. Anwendung, sodafs in jedem 
Falle di einer rationalen Zahl 2)^*^ kongruent ist nach dem Modul 
^+^. Bei ungeradem f ist aber nach X. 8k selbat einer rationalen 
Zahl kongruent^ folglich JD^^^ quadratischer Rest von p und f&r hin- 
reichend grofses k yon einer beliebig hohen Potenz yon p. Ftlr un- 
gerade Primzahlen ist letzteres selbstyersiandlich, f&r p =^2, k'^2e 
dagegen erMlt man (wenn e dieselbe Bedeutung hat wie yorhin) 
2)^*^=1 (mod. 8). Soil bei geradem f 2)^*^ = (P (mod. p*+i) sein, 
so muls 

(** — d) (a* + d) = (mod. |)*+0 

sein. Ftir ungerades p mtlfste also der eine oder andere Faktor durch 
p*+i teilbar sein, was nicht angeht. Fiir p =» 2, h^2e mtlfste zu- 
nachst d ungerade sein; dann sind aber beide Faktoren genau durch 
p« teilbar, ihr Produkt durch p««. Also ist D^*^ — 1 wohl durch 4^ 
aber nicht durch 8 teilbar. Wir haben also den Satz: 

XI. Ist )^ die hochste Potenz des Primideals p vom 
Grade fy die in der Zahl Zwei aufgeht, und 1^26, so ist die 
Determinante aus den p rationalen Zahlen, die den Aggre- 
gaten (18) kongruent sind nach dem Modul p*+S yon der 
Form 8g + 1 oder 8g + 5, je nachdem der Grad /* ungerade 
oder gerade ist. 

Wenn p durch p' nicht teilbar ist, so kann die der Summe 

nach p*+^ kongruente rationale Zahl nebst anderen yerwandten durch 
das folgende Verfahren gefunden werden. Der Ausdruck 

stellt in diesem Falle ein yolles Restsystem nach jenem Modul dar, 
wenn die Eoordinaten x^, * - - X/ yolle Restsysteme nach |)*+* durch- 
laufen. Setzt man demgemafs 

(19) ((oar)"^ =Xriaf-\ h Xr/af (mod. p*+i), 

so ist nach Satz YIII. auch 

{(DOrY ' ^Xriai * H 1- Xr/uf *"" (mod. p*+^). 
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Subtrahiert man hier, unter u eine XJnbeBtimmte yerstehend, beider- 

seits uccT 9 und lafst r, $ die Werte 1, 2^ - • • f annehmen, so 
erMIt man nach bekannten Determinantensatzen, well Sk durch p 
nicht teilbar ist, die idenidsche Eongraenz: 

(20) (ai^ — u) (a>i^+* — w) • - - (©i^+^-* — u) 



(mod. p*+i). 



^/i ; fliyj • • • ^// — w 

Denmach ist^ analog wie in § 1^ 

(21) ©^ + ©1^+' H h 0)1^+^"' = x^^ + x^ + '" + Xfy (mod. p*+i), 

wenn die Zahlen Xn durch die Eongruenzen (19) bestimmt werden. 

TJm diese Kegel in Worte zu fassen, yerfiE^ire man wie in § 1. 
Man nehme f nach dem Modul p unabhangige Zahlen fix, - -- fi/ und 
definiere f^ rationale Zahlen ffn durch die Eongruenzen 

a)/Jr = yr./3iH hyr/Pf (moA, p^+^). 

Die Summe ^u + * ' * + V/f w' ^^^ dem Modul |?*+* bestimmt und 
unabhangig von der Wahl der Zahlen /); sie heifse die Spur von co 
in bezug auf den Modul p*+^ Die yorige Kegel kann dann so 
ausgesprochen werden: 
Xn. Die Summe 

ist nach dem Modul p'^'^^ kongruent der Spur yon m^^ in bezug 
auf denselben Modul, yorausgesetzt, dafs p nicht durch p^ 
teilbar ist. 

Hiemach lafst sich Satz XI auch so formulieren: 
XI*. Wenn 2 nicht durch das Quadrat des Primideals p 
teilbar ist, und a^- - > cc/ die oft erwahnte Bedeutung haben, 
so ist die Determinante aus den in bezug auf p^ genommenen 
Spuren der Produkte («ra#)* kongruent 1 oder 5 (mod. 8), je 
nachdem der Grad yon p ungerade oder gerade ist. 
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§4. 

Jetzt sei die Zahl 2 im Eorper SI das Produkt von m ver- 
schiedenen Primidealen ^j^, pj, • • • pm d©r Grade /i, f^, -- - fm- Wahlt 
man dazm die BasiszaUen ac^y cc^y - - • an ebenso wie in § 2, so sind 
zniulclist deren 2*^ Potenzen unabhangig nach 2; daher ist 

(22) J(al\ . . . i4*) = Da^, 

wo D die Grundzahl des Korpers imd a eine ungerade Zahl bedeutet. 
Ferner durchlauft der Ausdruck 

a = Xiai H \'Xn€Cn 

ein voiles Restsystem nach 2*+^ im Korper Sly wenn die Eoordinaten 
X solche im gewohnlichen Sinne durchlaufen. Dabei sind, da 

2* ^ ft + 1 
ist, die ersten f^ Eoordinaten bestimmt, sobald o nach pi"*"^ bestimmt 
ist, die nachstfolgenden f^, wenn o nach |>2 bestimmt ist, u. s. w. 
Setzt man nun fiir r = 1, 2, • • • n 

(Ottr ^ Xriai -|- . . . Xrn€Cn (mod. 2*+*), 

80 ist, wie in § 1, die Summe der Zahlen Xrr kongraent der absoluten 
Spur 8(0)). Sie zerfallt aber, den Primfaktoren pi^ - * • entsprechend, 
in Teilsummen der am Ende des § 3 betrachteten Art; also ist 8((o) 
kongruent der Summe der in bezug auf p* , pj • • • genommenen 
Spuren von ©. Ist (o durch (pj, • • • pm)*"^* teilbar, so ist 5(cj) kon- 
gruent der in bezug auf pi ^ genommenen Spur. 
Jetzt sei 

Diese Zahl und folglich auch ihre absolute Spur ist durch 2*+* teil- 
bar, wenn von den Zeigem r, 5 einer ^ /i, der andere > /i ist, u. s. w. 
Mithin zerfallt die Determinante der absoluten Spuren, nach dem 
Modul 2^+^ genommen, in m den Primfaktoren entsprechende Deter- 
minanten: 

(23) D = D^D^'D^ (mod.2*+0- 

Nehmen wir nun ft ^ 2, so wissen wir von diesen Faktoren, ob sie 
kongruent 1 oder 5 (mod. 8) sind; da auch a* e^ 1 (mod. 8) ist, ge- 
winnen wir den Satz: 

XIII. Die Diskriminante des Zahlkorpers A, in dem 2 ein 
Produkt von m verschiedenen Primidealen p^, pj, • • • pm der 
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Grade fifff,-"fm ist, ist von der Form 8g -|- 1 oder8g + 5, 
je nachdem unter jenen Primfaktoren solche geraden Grades 
in gerader oder ungerader Zahl yorkommen; in Zeichen ist 

^^=^(f-l) = n-m (mod. 2) 
oder 

(24) (-1)^=(-1)— •. 

Z. B. ist die Diskriminante (das Produkt der quadrierten Wurzel- 
differenzen) einer Primfunktion nach dem Modul 2, wenn sie ungerade 
ist, von der Form 8g + 1 oder 8g + ^y J® nachdem der Grad der 
Fnnktion ungerade oder gerade ist. 
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Sur la th^orie des nombres premiers. 

Par 
Ch. db la Vall^e Poussin a Louyain. 



M. de la Yallee Poussin s'est occupe de la frequence des nombres 
premiers de diffS^rentes formes dans un Memoire ^tendu^ public dans 
les Annales de la Soci^t^ scientifique de Bruxelles (1896) sous le titre: 
Recherches analytiques sur la th^orie des nombres premiers. 

Voici quelques conclusions de ce travail, concemant les nombres 
premiers d'une forme lin^re primitive Mx + N\ 

1^ L'expression 

dans laquelle la somme est etendue aux nombres premiers <y et de 
la forme Mx -{- Ny k pour limite Funite quand y tend vers Finfini. 
2^ La difference 



tend vers une limite finie et d^termin^ quand y tend vers Finfini. 

3® Le nombre des nombres premiers de la forme Mx -|- iV et 
<y pent se repr^enter par Fexpression 

l + € y^ 
^{M) ly 

oil B tend vers z^ro quand y tend vers Finfini. 



On a des conclusions analogues concemant les nombres premiers 
representables par une forme quadratique de determinant n^tif ( — A), 
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Soit h le nombre des classes de formes (positives) proprement primi- 
tiyes de ce determinant: 
1^ Les expressions 

— ^jli^y Bi c est une classe ambigae; 

— ^Iq^y ®^ ^ ^'®^* P*® ambigue, 



y 



9c<^y 



expressions oii les sommes s'etendent aux nombres premiers < y et 
representables par la classe e, ont pour limite Tunite quand y tend 
vers rinfini. 

2^ Le nombre des nombres premiers < y et representables par une 
classe c proprement primitive a pour expression asymptotique 

2h ly ""^ h ly 

suivant que c est une classe ambigue ou non^ £ ayant pour limite 
z^ro quand y augmente indefiniment. 

Ces conclusions s'etendent aux formes de determinant positif^ mais 
la demonstration est plus difficile. Cette nouveUe demonstration^ dont 
un resume seulement a paru dans le Bulletin de la Societe scientifique 
de BruxeUes (1897), sera publiee prochainement dans les Annales de 
cette meme societe. 



18« 



2. Sektion: Analysis und Funktionentheorie. 



Sur une classe d^^uations du cinqui^me degr^ 

r^solubles alg^briquement et la transformation du onzifeme 

ordre des fonctions elliptiques. 

Par 
F. Brioschi a Milan, f 



1^ Dans un memoire public dans les Annales de I'^cole Nor- 
male*) j'ai demoutr^ TexiBteuce d'une classe d'equatious du cinquieme 
degr^ r^olubles alg^riquement. La condition n^cessaire et suffisante 
est determine par une relation entre les inyariants de T^quation du 
cinquieme degr^. 

Soient Xq, x^y x^y x^y x^ les racines d*une equation du cinquieme 
degre^ et: 

u« = ao^Ol) (12) (23) (34) (40), Xr — x.^ (rs). 

La substitution L ^. ) donne, comme il est connu, les autres fonc- 
tions tiQ, Uj, ti^, ti3, U4 et r^quation dont les racines sont ti«>', u^y -"U^ 
est la suiyante: 

(1) (>» — (i ~ 3d) <>io ^ i. (p _ 2Z J 4. 5d«) (>« — *(>« 

+ ^(P + 218 + 5d«)dV — {1 + 3d)d*(>« + d« = 0, 

dans laqueUe I est Tinyariant du quatrifeme degr^, k du douzifeme degre 
et d la racine carr^e du discriminant. 
La condition est: 

Jfc = ld[P — 4Z*-f 9d«], 



•) 8™« S^rie — Tome Xn. Novembre 1896. 
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et Ton Toit tout de suite que dans ee cas le premier membre de 
I'equation (1) a pour facteur q* — i. En posant: 

I = a(2A + 13), Q^d^i 
Fequation (1) divis^ par |* — 1 devient: 

jio _ (2A + 9)|« + (A« + lOA + 28)S« - (A* + 12A + 35)|* + 
+ (2A + 15)I«-1=0, 
qui r^Bulte du produit des deux suiyantes: 

(2) |5 + |*_(A + 4)|»-(A + 3)6« + 36 + l=0, 
|«-|*-(A + 4)|» + (A + 3)6» + 36-l=0, 

lesquelles Be d^iuBent I'tme de Taatre par le changement de | en — |. 
Or ceB equations sont r&olubles alg^briqnement. 
2" Soient P, Q; L, M les fonctions suiTaates de |, A: 
P= 7|* + 2|» — (7A + 3 . 11)6* — (2A - 5)6 + 3(A + 9) 
« = 96* + 46'- 9(A + 4)6* - (4A + 5)6 + (A + 22) 
L = 26* 4- 26» - 2(A 4- 4)6* — (2A 4- 5)6 + 5 
3f = - 6* - 6» + (A + 4)6* + (A + 5)6 - 2 

et en cons^nence*): 

(3) 56 = i + 2Jlf— 1. 

Ces expressions P, Q] L, M ont des propriet^s remarquables. Arant 
tout on a pour les racines de la premiere des Equations (2): 

SP = 0, 2Q = 0; 2L = 0, SM= 0. 
En second lieu en posant: 

P-\-aQ=^U, Q — aP = r; L -\- mM=' R, M— mL^ S, 

Vb-i 

on a: 

E7« = <oF- ToS + 2/^, V^ = t,U+T,R + 2h*, 

Vr= — hU—fr+gB+(a + l)riS, 

Jp =V+2h, S' = e)[U -\- 2f], 

R8 = aU+r—{<o-S)B-\-(3<o+l)S, 

UR = (3oj + 2) F— (ffl + l)h8-}-g, FS = (2a> — 3) U+ afR + t^, 

US'='(m — 3) U+ mt^R + fS, 

VR (3(D + 1) F+ hR-(a + l)t^S, 



*) Ces ezpresBions de P, Q; L, M »6 d^duisent de celles donnas dans le 
m^moire cit^ pag. 840. 
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ayant pos^: 

f=Xy5 + n(a + l), h^aXY5-\- 11(1— a), 

(^ = (3a) + l)/-+(3(D + 2)A, 

<, == 3a> + 2 — of— (o + 1)A; «, = 2ffl + 3 + o/"— (m + 1)A, 

ro = (« + l)^; r, = aii? + 2(2fi,-3)/: 

3'» Soit: 

(4) y=Ua + Bfi 

la formule de transfonnation; a, fi des ind^temimies. 
En suppoBaat: 

(5) ra* + gap + hfi* = 

on obtient: 

(6) y» = r«, + SA 
etant: 

«i = ^o«* + 2(3io + 2)a/} + /}«5 ft = ~ Ka + 2(ai + l)hfi]a. 
Par la multiplication des Equations (4) (6) on deduit que: 

(7) y3 = F«, + 5A 
et: 

«2 = — /*««! — (Sw + 1) /*«! + /^A ; 

A = («^ + 1) [ri« - <iffl«i + [/•« + (3«i + l)ffl ft. 

Enfin le carr^ de (6) donne: 

(8) y* = {To, + JJft 

et: 

«, = — Aaa, + ((D — 3)a/J, — w/S/S, ; 

A = (i?« + A/J)«» + [ra^a - (m - 3) /J] /J,. 

Pour la transformie eeront done: 

poorm que I'^quation (5) soit satisfaite. La transform^ se r^uit 
done a une Equation binome. En e£Fet en multipliant les equations 
(4) (8), Tu que: 

^««, + (3a. + 2) (aft + a,fi) + /Jft = 0, 
roaa, + (a> + 1) A(«ft + a,/3) = 0, 

on a: 

y* = 2/^««, + g{ah + a,/J) + 2AjJft. 
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Si dans I'^quation (5) on pose fi => — 2f Ton d^oit: 

ou: 

<»» = 5(0) — 2) [4A» + 56 A» + 20 • 11 . A 4- W]. 

En consequence: 

«A - "s/J - 2Atf; OiA — a,A=o2(a)+l)/Jj<»; 

y» = 2M« 

et: 

De ces demi^res en dedoisont les yalears de L, M, et en se 
rappellant la relation (3) on aura: 

2p,6(6i + 1) = (fi, + 1) (ay* - «,y) + cp Ky» - a,y>), 

equation d'otl r^sultent les valeurs de 1^^ Si> - * - exprim^s algebrique- 
ment en fonction de A. 

4^ Dans la transformation du onzi^me ordre des fonctions ellip- 
tiques on a qu'en posant: 

^o = P(»»); ^ =1>(2»»), X, =J>(3«»), a;, =l>(4m), a;, =j>(5w), 
w = -j^ (2 CD p^riode) 

la condition entre inyariants est satisfaite. 
De plus en posant: 

g = — rzrT> P — 



la premiere des Equations devient: 

Or Mr. Greenhill dans son m^moire — Pseudo -Elliptic Inte- 
grals etc.*) — a demontr^ que^ dans ce cas: 

k = \\_f^ — \Ov^ + vyQ{vj], l/g^) = t;«-20t;* + 56v«-44 

V etant le parametre de T^quation modulaire.**) On aura en con- 
sequence: 

<y = y5(cD-2)[t;«— 15!;* + 28v»— ll+t;(t;«— 5)/^)] 
et r^quation (9) sera resoluble alg^riquement 

*) Proceedings of the London Mathematical Society. Vol. XXV. pag. 246. 
^*) Sulla trasfonnazione dell' undecimo ordine delle funzioni ellittiche. — 
Annali di Matematica. — Serie 11. Vol. 21. pag. 211. 



Sur les fonctions de plusieurs variables et en particulier les 
fonctions alg^briques. 

Par 
£. PiOARD a Paris. 



M. ]^mile Picard retrace a grands traits Fhistoire de la theorie 
des surfaces algebriques dans ces demiers temps. II montre les divers 
points de vue auxquels on pent se placer dans cette ^tude; la throne 
pent se d^yelopper d'une part dans le sens de I'algebre et de la geo- 
metrie analytique; de Fautre dans le sens de la g^om^trie de situation 
et de la theorie des fonctions. Dans Tune et I'autre direction^ les 
dijBf^rences sont profondes entre le cas des courbes et celui des surfaces. 
M. Noether a et^ un initiateur dans la premiere yoie^ et tons les 
math&naticiens qui s'occupent aujourdliui de la theorie des surfaces 
alg^riques sont des disciples de I'illustre g^ometre. Au point de vue 
transcendant; les integrales de diffi^rentielles totales et les integrates 
doubles jouent un rdle capital. C'est la consideration des integrales 
doubles de seconde espece qui conduit a des rapprochements im- 
portants entre la theorie des integrales simples et ceUe des integrales 
doubles, mais, quoique les liens ainsi etablis ne soient pas douteuX; 
c'est un sujet qui demande encore de longues recherches. 



Sur certaines applications possibles de la th^orie 
des ensembles. 

Par 
J. Hadamabb a Paris. 



Quoique la theorie des ensembles fasse abstraction de la nature 
des ^ementS; on a surtout consid^r^, jusqu'a present, les ensembles 
composes de nombres^ ou, tout au plus, de points dans Fespace a n 
dimensions. 

II ne me semble pas inutile de signaler Tint^ret qu'il y aurait a 
^tudier des ensembles compost de fonctions. De tels ensembles 
peuyent d'ailleurs presenter des propri^t^s tout autres que les pr^c^dents. 

G'est ainsi que la question de la conyergence des series conduirait 
a recbercber un ensemble de fonctions d'une puissance sup^rieure a la 
premiere et bien ordonn^, c'est-a-dire tel que Ton puisse non seule- 
ment indiquer Tordre de deux dements quelconques, mais assigner 
r^^ment qui precede et celui qui suit imm^atement un element donne. 

Mais c'est principalement dans la theorie des equations aux derivees 
partielles de la physique math^matique que des etudes de cette espece 
joueraienty sans nul doute, un rdle fondamental. Pour n'en citer qu'un 
exemple c'est grace a ces recberches qu'on arriyerait a donner un 
fondement solide aux raisonnements bien connus qui ramenent la 
definition des integrales de ces equations a des questions de minimum. 

II est clair, en effet^ que de teUes questions sont intimement liees 
a la nature du domaine dans lequel le minimum est recherche. Par 
exemple, le minimum d'une quantity f(x, y, z) qui depend continuement 
des coordonn^es d'un point existe toujours sur une surface fermee (ou 
dont les bords sont consid^r^s comme faisant partie de la surface); il 
n'existe pas n^cessairement si une ligne ou un point donnas sont exclus. 

II faut toutefois remarquer que le probleme presente des difQcultes 
speciales dans le cas du calcul des yariations, la solution dependant a 
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la fois de la nature du domaine et de ceUe de FexpresBion dont on 
etudie la yariation. G'est ainsi qu'une integrale ^tendue a un arc de 
courbe assujetti a ayoir ses exir^mit^s en deux point donnas, arec des 
tangentes donn^es en ces points , admet en g^n^ral un minimum si la 
fonction sous le eigne f contient des d^riy^es secondes et n'en admet 
pas si cette fonction ne contient que des d^riyees premieres. 

II n'en est pas moins ^yident qu'il y aurait lieu d'^tudier Ten- 
semble E forme par les fonctions continues d'une yariable comprise 
dans rinteryalle (0^ 1) et prenant aux extremites des yaleurs donn^es, 
ainsi que les ensembles analogues. 

Un des premiers problemes qui se poseraient dans cette etude me 
parait etre le suiyant: 

Diyisons Tensemble considere en ensembles partiels E' tels que 
deux fonctions int^rieures a Tun quelconque d'entre eux aient une 
distance (au sens de Weierstrass) moindre qu'un nombre determine d. 
Considerant tons ces E' comme autant d'indiyidus, on pent dire que 
Tensemble qui a ces E' pour ^l^ments numere Tensemble E. C'est 
cet ensemble num^rant dont il conyiendrait d'^tudier les propri^t^s et^ 
en premier lieu^ la puissance. 



Remarque relative k la communication de M. Hadamard. 

Par 
S. PmCHERLE a Bologne. 



M. Pincherle^ a propos de rint^ressante communication de M. Hada- 
mardy fait remarquer que plusieurs geomfetres italiens ont^ sous divers 
poiats de vue^ regard^ les fonctions comme les points d'un ensemble 
et meme d'un continuum. II cite a ce sujet un m^moire ddja ancien 
de feu M. Ascoli^ ins^r^ aux Annali di Matematica^ intitule 
Sulle curve limiti di una varieta di curve^ des notes de 
M. Volterra (R. C. della R. Accad. dei Lincei, 1887), d'autres de 
M. Arzela (R. C. et Mem. dell' Accad. di Bologna^ 1894—96) et ses 
propres travaux (p. ex. Aunali di Matematica, 1884 etc.). 



Remarque relative h la communication de M. Hadamard. 

Par 
E. BoREL a Paris. 



M. Borel demande la parole pour pr^enter de courtes remarques 
Bar quelques questions dans lesqueUes intervienneut des ensembles de 
fonctions, mais envisage a un point de yue qui semble different de 
celui de M. Hadamard. 

n rappelle d'abord ce fait bien connu, qu'une fonction arbitraire 
de nature determinee (par exemple^ une fonction analytique de deux 
Tariables)^ dependant d'une infinite d^nombrable de coefficients, on peut, 
dans bien des cas, faire correspondre d'une mani^re uniyoque une 
fonction arbitraire a une ou plusieurs fonctions arbitraires. A ce 
point de yue, il a pu indiquer, en 1895, dans le Bulletin des Sciences 
Mathematiques, un curieux r^sultat relatif aux equations lin&dres aux 
deriyees partielles. D'autre part, il est clair que si, pour une Equation 
aux deriyees partielles, on se pose le problfeme de Caucby sous 
une forme precise, Tint^gnJe g^n^rale depend d'un nombre parfaitement 
determine de fonctions arbitraires de nature d^termin^. Comment 
concilier ces r^ultats contradictoires? Si nous nous pla^ons au point 
de yue de Caucby, c'est-a-dire si nous recherchons les int^grales 
analytiques, I'int^grale g&ierale est donn^ par un d^yeloppement en 
s^rie dont les coefficients sont des fonctions des coefficients des series 
(arbitraires) qui definissent les conditions initiales. Ces demiers coeffi- 
cients pourraient Stre ranges en une s^rie simple; mais, si on les 
regarde comme arbitraires, la serie int^grale n'est pas n^cessairement 
conyergente. On sait au contraire que cette s^rie est conyergente dans 
le cas et dans le cas seulement oti les series d^finissant les conditions 
initiales sont elles-m^mes conyergentes. Dire done que I'int^rale 
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depend d'un nombre d^termin^ de fonctions arbitraires de nature 
d^termin^, c'est dire que la convergence de la serie integrale 
depend de la conyergence d'un certain nombre de series 
de nature d^terminee. C'est done dans T^tude approfondie de la 
conyergence des series que Ton doit recbercher Torigine de la distinction 
entre les diyerses sortes de fonctions arbitraires. M. Borel a indiqu^ 
pour la premiere fois cette id^ dans une Note parue aux Comptes 
Bendus en d^mbre 1895. 



Les math^matiques et la conception du monde au point de 
Yue de la philosophie scientifique. 

Par 
N. BouoAiEV a Moscon. 



L'entendement actuel des phenomenes du monde se trouve direo- 
tement lie ayec la science et la philosophie. C'est pourquoi on le 
qualifie ordinairement de conception scientifique et philosophique du 
monde. (Philosophisch-wissenBchaftliche Weltanschauung.) 

En quoi consistent done Tessence et les caractferes fondamentaux de 
cette fa^on de considerer le monde? 

D faut r^pondre a cette question pour eraluer avec justesse cer- 
tains ph^nomenes scientifiques^ artistiques et sociaux; c'est indispensable 
pour mieux resoudre plusieurs probl^mes de la yie pratique et sociale. 

Je n'ai pas la pretention de r^pondre k cette question dans toute 
son ^tendue. J'essaierai seulement d'approcher de la solution en par- 
tout d'un point de yue tout k fait particulier. 

L'entendement scientifique et philosophique du monde depend de 
notre fa^on de comprendre les ph^nom^es de la nature. G'est surtout 
la science qui facUite cet entendement. Or la science tend^ dans ses 
conclusions, a Texactitude et d. la precision. Elle ne se borne pas a 
des considerations g^nerales. Des generalisations une fois form^es, 
apparait la question de la mesure et du nombre, capable de caractenser 
Tobjet dans toutes les circonstances. C'est eUe qui donne a la science 
ce caractere positif auquel elle tend de nos jours. 

Actuellement cette exigence du nombre et de la mesure parut 
constituer la question yitale du jour non seulement de la science, mais 
aussi de Tart et des relations humaines. Trouyer la mesure dans le 
domaine de la pens^e, de la yolonte et du sentiment, tel est le pro- 
bleme du philosophe, du politique et de I'artiste contemporains. 

Cette exigence constante de Thomme nouyeau non seulement ne 
diminue pas, mais grandit, au contraire, le cot^ id^al de la ciyilisation 
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contemporaine. Au moyen du nombre et de la mesure, — rhomme 
aspire i sortir da domaine des instincts^ domaine ind^fini et illimite 
et a s'eleyer a une sitnation id&le^ capable de lui donner nne puis- 
sance pleine et enti^re sor la nature ext^rieore et int^rieure et qui 
introduiBe rharmonie et on sentiment esth^tique dans toute mani- 
festation de Fesprit bumain. 

Le nombre et la mesnre apparaissent dans la science actuelle 
comme le moyen le plus puissant pour ^yaluer les pbenom^nes de la 
nature. Ges exigences de la science la lient directement aux mathe- 
matiques; la science du nombre et de la mesure^ qu'en toute justice 
on appelle la m^re de toutes les sciences. 

Des qu'une quantity concrete quelconque est capable de deyenir 
une quantity math^matique^ les math^matiques entrent aussitot en action. 

C'est pourquoi les mathematiques dans leur developpement scien- 
tifiquo; dans leurs proc^es et leurs m^thodes de recberche, ont une 
importance essentielle pour Thomme contemporain. C'est ce qui ex- 
plique pourquoi notre ^poque se distingue par un tel accroissement 
des m^thodes mathematiques^ pourquoi un si grand nombre de savants 
appliquent tons leurs efforts a augmenter par leurs recbercbes ces 
instruments et ces moyens d'inyestigation: ils ne font que manifester 
la puissance d^uctiye de lliomme. Ayec Taccumulation et la classi- 
fication des £Edt8y avec le perfectionnement des m^tbodeS; ces instru- 
ments et ces moyens renferment la veritable condition du developpement 
progressif de nos connaissances de la nature. 

Dans les matbemati^ues pures, nous devons avant tout cbercher 
les r^ponses k certaines questions concemant Tessence et les principes 
fondamentaux de la conception contemporaine du monde au point de 
vue scientifique et pbilosopbique. Les matb^matiques constituent la 
science qui etudie les similitudes et les differences dans le domaine 
des pb^nomtoes de cbangement de la quantite. G'est sa definition la 
plus g^nerale; toutes les autres en decoulent comme ses consequences 
naturelles. L'idee de modification de la quantite et de I'ordre^ a 
laquelle se soumettent ces changements, ce sont les idees fontamentales 
des matbematiques. Une quantite susceptible de modification s'appelle 
une grandeur variable. Les quantites variables peuvent cbanger inde- 
pendamment de la modification d'autres quantites ou en dependre. 
Selon cette modification, on les nomme quantites variables indepen- 
dantes ou dependantes. Les quantites variables dependantes s'appellent 
auBsi des fonctions. Par consequent les matbematiques apparaissent 
comme la tbeorie des fonctions. On pent egalement admettre cette 
seconde definition, decoulant de la premiere comme de la definition 



208 n. Teil: WiBsenschaftliche Vortrilge. 

principale. Elle suffit pour expliquer plusieurs faits dans le domaine 
des pheuom^es de la modification du nombre. 

Les quantites peavent se modifier d'one fa^on continue on discon- 
tinue. D'apres ces deux mojens de modification des quantites, les 
fonctions se subdivisent en fonctions continues et discontinues, et les 
matb^matiques pures se divisent^ a leur tour, en deux grandes parties: 
la theorie des fonctions continues et la th^orie des fonctions discon- 
tinues. On appelle gen^ralement analyse math^matique la theorie 
des fonctions continues et aritbmologie la tb^orie des fonctions 
discontinues. Une subdiyision aussi naturelle des math^matiques pures 
n'a pas encore pen^tre dans la science, n'est pas encore deyenue digne 
de la conyiction scientifique generale. II en r^sulte toute une suite 
de malentendus dans la classification et Tentendement de plusieurs 
parties des mathematiques pures. Ge d^faut de clarte dans les sources 
de la classification scientifique se refi^te d'une fa^on defayorable sur 
le caractfere que prend la conception scientifique du monde. 

La tb^orie des fonctions continues ou Tanalyse emprunte ses me- 
tbodes i I'application consequente de Tid^e de continuity a T^tude 
de ces fonctions. Gette idee, intimement li^ a la tbeorie des limites 
constitue la mati^re essentieUe du calcul infinitesimal 

La metbode des infiniments petits ou le calcul diff^rentiel et le 
calcul integral constituent un des moyens les plus puissants pour 
retude des fonctions analytiques. Sur le terrain de cette metbode 
s'est etabli, d^yeloppe et d^finitiyement constitu^ T^difice grandiose de 
Tanalyse matb^matique. Sous son abri yieiihent, pour ainsi dire, se 
nicber plusieurs sciences des matb^matiques appliqu^. Le probleme 
fondamental de Tanalyse matb^matique aboutit k mettre en relation 
toutes les fonctions analytiques ayec les fonctions entieres conmie 
etant les plus simples et les plus accessibles pour nous. Plusieurs 
grands g^om^tres ont trayaill^ k r^soudre ce probleme. Plus d'un 
matb^maticien de genie y a montr^ un esprit extraordinaire et per- 
spicace. Les sayants contemporains ont atteint au plus baut degr6 de 
perfection dans T^boration de ce probleme. 

En face de Fanalyse s'd^ye pen a pen un autre Edifice grandiose 
de matb^matiques pures. G'est la tbeorie des fonctions discontinues 
ou Faritbmologie. Parue sous le nom modeste de tbeorie des nom- 
bres, eUe entre gradueUement dans une pbase nouyelle de son deyelop- 
pement. Actuellement tout donne a penser, que Taritbmologie ne le 
c^dera pas a Tanalyse par T^tendue de ses matiferes, la g^n^ralite 
de ses m^tbodes, la remarquable beauts de ses r^ultats. La discon- 
tinuity est bien plus yari^e que la continuity. On pent mSme dire 
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que la continuity c'est la discontinnite dans laqnelle la modification 
passe par des inteiraUes infiniment petits et ^gdux. La diversity des 
formes, sons lesquelles apparatt la discontinuity, m^ne i ceci, que las 
questions scientifiques de rarithnxologie sont souyent plus compliquees 
et plus difficiles que les questions correspondantes de Tanalyse. 

L'analyse n'est que le premier degr^ dans le deyeloppement des 
y^rit^s mathematiques, la forme la plus simple sous laqueUe elles 
apparaissent. Yoila pourquoi Fanalyse s'est d^yelopp^e en premier, a 
arrete ayant tout Tattention des mathematiciens. Pour le deyeloppe- 
ment de Tarithmologie, il ne faut pas seulement tous les proc^es de 
Tanalyse, mais encore toute une suite de m^thodes et des proc^des 
d'inyestigation tout a fait nouyeaux. Sous ce rapport, Tarithmologie 
est un y^ritable arsenal de m^thodes math^matiques. Les instruments 
les plus diyers qui seryent aux recherches mathi^matiques s'y concentrent 
et s'y accumulent. 

Entre ces deux diyisions, analyse et arithmologie, il y a complete 
corrflation. 

Presque a chaque partie importante de Tanalyse correspond une 
diyision particulifere de Tarithmologie. Cette conscience du role im- 
portant de Tarithmologie se rencontre chez les plus grands geometres, 
qui embrassent le sujet de notre science dans toute sa plenitude et 
son etendue. Lame, celfebre sayant et ing^nieur franfais, qualifie 
francbement de d^tracteurs de la science pure les sayants qui se com- 
portent sans respects suffisants a regard de la tb^orie des nombres; 
Gauss s'exprime ainsi sur cette question: „Die Mathematik ist die 
Eonigin der Wissenschaft, aber die Aritbmetik ist die K5nigin der 
Mathematik 1^^ — („La matb^matique est la reine des sciences, mais 
Tarithm^tique est la reine des math^matiques!'^). 

Les y^rit^s de Tanalyse se distinguent par leur g^n^ralite et leur 
uniyersalite. Les y^rit^s de I'arithmologie portent en elles Tempreinte 
d'une indiyidualite originale, yous attirent a el\es par leur caract^re 
myst^rieux et leur beauts frappante. On n'explique que par ce fait 
pourquoi certains penseurs ont rattacb^ aux nombres entiers diff^rentes 
questions de pbilosopbie mystique. Par leur A^gance les y^rit^s de 
Tarithmologie ^yeillent cbez le sayant le sentiment de la beaute 
scientifique, qui le satisfait pleinement, sans compter encore cette 
question: ont-eUes ou n'ont-eUes pas une application a une explication 
immediate des pb^nomenes de la yie et de la nature? 

Outre Fanalyse et Tarithmologie, la g^om^trie et la th^orie des 
probabilit^s entrent aussi dans le domaine des math^matiques pures. 
Dans la g^oinetrie la quantity qu'on examine c'est T^tendue. La theorie 

y«rh. d. 1. internat. Math.-Kongr. Zttrioh 1897. 14 
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des probabilit^s c'est la science des phenomenes fortoits. La quantite 
qu'on 7 ^tudie c'est ^ probabilite d'an phenomene de hasard. 

Les m^thodes de FanalyBe et de rarithmologie s'appliquent par- 
faitement a la geom^trie. En ce sens^ on peat la qualifier de science 
math^matique appliquee. Elle a aussi ses m^thodes a elle. EUes 
r^soltent de ce que I'^tendue est accessible a notre perception sensitiye. 
Cette circonstance prSte aux rentes geom^triques non seulement une 
demonstration logique^ mais aussi I'^yidence qui vient des jeux et une 
fafon de se conyaincre par les sens. Cette reunion de la demonstration 
logique et de persuasion intuitiye^ communique un charme particulier 
aux yerit^s geom^triques. Dans la th^orie des probabilites on ne 
rencontre pas des m^thodes mathematiques originales. L'analyse, 
rarithmologie, la geometric et la theorie des probabilites o£Frent tous 
les elements pour ^laborer les principes fondamentaux de la conception 
scientifique et philosophique du monde. 

Ces yerit^s et leurs m^thodes s'appliquent completement a Finter- 
pretation des phenomenes de I'uniyers. La nature de leur objet deter- 
mine egalement nos fafons d'enyisager le monde. 

n est tres important d'examiner a Theure actuelle Tinfluence de 
ces parties des mathematiques sur la conception scientifique et philo- 
sophique du monde. 

Dans les explications scientifiques des phenomenes de la nature 
les sayants se sont surtout seryi de la geometric et de Tanalyse: la 
geometric a ete particuli^rement Finstrument scientifique du monde 
des anciens et Tanalyse celui du monde modeme. 

Aussiy on pent appeler geometrique la periode de I'astronomie 
ancienne. Dans la periode nouyelle cette etude s'est constituee sous 
Finfluence des notions de la mecanique. L'analyse des infiniments petits 
a ete Finstrument mathematique de Fastronomie. Aussi on pent qua- 
lifier cette periode d'analytique. Le calcul diiSerentiel et integral a 
fait ayancer la mecanique et Fastronomie: c'est pourquoi on pent 
appeler mecanique cette periode de Fastronomie. 

Sous Finfiuence de Fanalyse nos yues sur la constitution de Funi- 
yers out ete totalement transformees. Grace a Fanalyse, Fastronomie 
a pris un tour tout a fait scientifique, et la mecanique rationnelle s'est 
changee en une doctrine bien ordonnee et parfaite. L'application de 
Fanalyse deyient souyent le moyen indispensable et unique d'etablir 
Fhypoth^e scientifique donnee sur les bases inebranlables de Fexperience 
et de Fobseryation. 

A la suite de la mecanique rationnelle et de la mecanique celeste^ 
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la phjsiqae est entr^ dans one p^riode de d^veloppement, dans 
laquelle elle est devenue aussi une science math^matiqne. Les sciences 
physiques ont pass^ par les mSmes phases d'^volution historique que 
rastrononiie. Apr^s Tepoque des vagues constructions est venne la 
p^riode ot s'est manifesto le besoin absolu de TobserYation et de 
I'exp^rience. Alors dans la science apparaissent gen^ralement les g^n^ 
ralisations premieres, on r^artit les ph^nom^nes en esp^ces et en 
groupes. Grace au progr^s des sciences exactes^ ces observations 
s'accompagnent d'indications precises foumies par les nombres. De 
ces donnas num^riques on forme aussi les premieres lois empiriques 
et num^riqueSy qui doivent ensuite d^uler^ comme consequence pre- 
mi^rCy des principes de la science^ flabor^.par le proc^d^ inductif 
le plus rigoureux. Les lois de la conservation de la mati^re et de 
r^nergie sont ces lois g^n^raleS; que la physique et la chimie ont 
^abor^es. Actuellement Tanalyse math^matique trouve dans la phy- 
sique les applications les plus varies et les plus ^tendues. La physique 
mathematique a atteint un tr^s haut d^e de perfection. En general, 
on pent af&rmer avec une grande probability qu'on determine le 
d^yeloppement des sciences physiques par IMtendue de la r^on dans 
laquelle on applique I'analyse mathematique. Dans la marche du 
developpement successif des sciences physiques nous ne pouvons nous 
empecher de remarquer leur marche progressive et ascendante vers la 
precision et la perfection. Nous ne pouvons expliquer que de cette 
fa^on pourquoi la chimie tend k se rapprocher de la physique et la 
physique de la m^canique. C'est pourquoi plusieurs savants supposent 
que dans Tavenir tons les ph^nom^nes de la nature ext^rieure pourront 
§tre expliqu^s par les lois m^caniques de Tequilibre et du mouvement, 
et seront Tobjet de recherches suivies dans leur marche deductive 
d'op^rations mathematiques. De cette fsifon; la science qui traite des 
propriety et des rapports r^ciproques des grandeurs appanut conmie la 
condition indispensable qui determine le degr^ de precision et de 
rigueur des deductions dans les sciences physiques, Tunite qui les. relie 
dans un tout harmonieux, la m^thode et Farme puissantes, auxquelles 
elles ont recours dans TinterSt de leur developpement. 

L'application de Fanalyse mathematique i Fetude des phenom^nes 
de la nature, application vaste et multiple, ajoute une nuance speciale 
k la &9on actuelle de concevoir le monde selon la science et la philo- 
sophic. Cette nuance depend du caractere mSme de Fanalyse mathe- 
matique, de la propriete de ces fonctions continues, au moyen desquelles 
on etudie et on formule les lois de la nature. C'est 1& que nous 
devons chercher les reponses k la question touchant les principes 
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fondamentaux de la concepidon du monde actuellement admise au point 
de Yue de la philosophie scientifique. 

Pour expliquer math^matiqnement les ph^nomines de la nature 
on applique surtout les fonctions analytiqnes eontinues. Yoila pour- 
quoi on peat a juste titre donner le nom de conception analytique 
a la faf on actuelle de conceyoir le monde. 

Les fonctions analytiqnes ont pour principale propriete la con- 
tinuity. Elle nous donne la possibility d'etudier ces fonctions dans 
toutes leurs manifestations fl^mentaires. Dans I'^tude des ph^nom^nes 
de la nature nous prenons pour guide cette propri^t^ principale des 
fonctions. Nous admettons que les ph^nom^nes de la nature varient 
d'une fafon continue. Outre cel% quand nous Studious ces ph^nom^nes 
nous avons pour but de les comprendre dans toutes leurs- manifesta- 
tions el^mentaires. Enfin nous voulons savoir comment les ph^nomfenes 
compliqu^s de la nature se forment des ph^nom^nes ^^mentaires. Le 
calcul difpi^rentiel et integral nous met a meme non seulement de 
donner une expression mathematique a ces questions^ mais encore de 
les r&oudre d'une fa^on precise, du moment que la loi dn phenomene 
est exprim^e par une fonction analytique. Les fonctions analytiqnes 
qui expriment les lois de la nature sont surtout des fonctions uni- 
formes. Cela correspond a notre supposition qu'd. chaque loi donn^ 
dans telle ou telle circonstance ne correspond dans la nature qu'un 
seul ph^nom^ne d^termin^. 

Enfin quand nous exprimons les lois de la nature par des fonc- 
tions analytiqnes uniformes nous obtenons la possibility de definir le 
ph^nom^ne dans tons les moments non seulement du pass£ mais de 
Tavenir. 

De cette mani^re les fonctions analytiqnes continues et uniformes 
et Tapplication de Tanalyse mathematique nous o&ent la possibilite 
de remarquer dans les phenom^nes de la nature et dans les lois qui 
les r^issent les propriet^s fondamentales suiyantes: 

1^ La continuite des phenom^nes; 2^ la Constance et Finyariabilite 
de leurs lois; 3^ la possibility de les comprendre et de les ^yaluer 
dans toutes leurs manifestations elementaires; 4^ la possibilite de lier 
les pb^nom^nes flementaires en un tout complete et enfin 5^ la possi- 
bility de pr^iser les ph^nomenes dans tons les moments du passe et de 
les predire dans tons les moments a yenir. 

Ces particularites caract^risent toutes les exigences multiples de 
la science contemporaine. On s'en sert pour definir T^tat de la con- 
ception Bcientifique et philosophique du monde. Ces particularites 
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correspondent tout a fait anx proprietes des fonctions analytiqnes con- 
tinues et uniformes de Tanalyse mathematique. 

Les progr^B remarquables de la science contemporaine sont dus 
k I'application heureuse de Tanalyse mathematique a T^tude des ph^ 
nominee primitifs de la nature. Ces progr^s ont justifi^ les esp^rances 
que les penseurs ayaient fond^ sur les math^matiques. 

Au moyen de Fanalyse mathematique lliomme a dairement com- 
pris plusieurs ressorts caches de Forganisation de runivers. Les progr^s 
de rastronomie^ de la m^canique celeste et des questions pratiques 
qui s'y rattachent de g^odesiC; de g^ographie et de navigation ont 
change toute la constitution de la society actuelle. Les progr^s de la 
mecanique et de la physique mathematique accompagnees de toute 
une suite d'applications brillantes, ont accru davantage la foi de 
lliomme en ce que la conception analytique du monde est la con- 
ception fondamentale et la plus reguli^re, que dans Feiaboration a 
yenir de cette conception reposent les conditions du progr^s futur de 
la science humaine. 

Sous Fempire de Tanalyse les considerations contemporaines sur la 
nature se distinguent par leur generalite et leur universalite. 

L'idee de la continuite des phenomfenes de la nature a commence 
k penetrer dans la biologie, la psychologic et la sociologie. Les 
doctrines de Lamarque et de Darwin ne sont qu'une tentative d'ap- 
pliquer a la biologic ces conceptions sur la transfonnation continue 
des phenom^nes; qui r^gnent dans la geometric, la mecanique et la 
physique. 

En biologic on est arrive a se convaincre, que le resultat final 
des phenom^nes biologiques n'est qu'une simple suite de transfor- 
mations des infiniments petits, que nous remarquons dans les pheno- 
m^nes de la vie des animaux et des plantes. 

Enfin en sociologie egalement est venue i predominer Fopinion 
que le changement dans la marche des phenomenes sociaux s'accomplit 
sous Finfluence de transformations continues dans la fafon de vivre, 
dans les moeurs, les coutumes, les habitudes et les convictions des 
unites sociales. 

L'idee que le developpement social s'accomplit au moyen d'un 
progres lent et continu de tous les elements de la societe, cette idee 
s'affirme de plus en plus. Dans les considerations historiques con- 
temporaines les theories evolutionistes prennent le dessus sur les 
theories revolutionnaires. La science a commence a remplacer la 
doctrine. Les doctrinaires ont peu a pen commence a ceder le pas 
aux vrais savants. La fii^on mdme d'envisager le progres s'est modifiee. 
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A rid^ de progrte est venue se joindre I'id^ d'un perfectionnement 
Gontinu, et pour ainsi dire, graduel. On s'est mis a reconnaitre que 
cette amAioration dans la soci^t^ s'accomplit non pas en faisant de 
brusques sauts, mais en perfectionnant avec suite et par degres tons 
les dl^ments sociaux. Telles sont actuellement les bienfidsantes con- 
sequences de la conception analytique du monde dans le domaine de 
la science et de la philosophic. D est fort a d^irer pour les progres 
k Tenir de Fhumanit^ de travailler et d'^tendre cette conception analy- 
tique du monde. 

L*esprit de lliomme ne se borne pas cependant au cercle 
des y^rites enti^rement expliqu^s. D court toujours en ayani H 
cherche toujours k gagner du terrain. II tache d'appliquer la con- 
ception qu*il s'est faite du monde mime aux faits qui n'ont pas encore 
et^ compl^tement ^claircis par la science. Sous Finfluence d'une con- 
ception analytique du monde, il est devenu ^vident^ que certaines lois 
do la nature sont immuables et constantes, que certains ph^nomenes 
s'accomplissent dans un ordre tel qu'on pent fixer leur marche dans 
le pass^ et dans Tayenir. La sage modestie ne constitue pas cependant 
rapanHge de tous les penseurs. Certains philosophes out hardiment 
avanc<( quo le point de vue analytique est applicable a Texplication 
(In touM los ph&iom^nes. Us ont admis en secret, que tous les 
rfv((noinants du monde s'assujettissent a des lois analytiques, fixes et 
rnntinuoN. lis ont affirm^, que si nous connaissions ces lois, nous 
pourrions annonoer d avance tous les phenom^nes aussi exactement que 
t'on pr<(dit les <(clipses du soleil et le mouvement des plan^tes. Une 
aclnUNiiion si cach^ s^est produite sous Finfluence de cette circons- 
taitooy (|Uo le savant contemporain s'est fait compl^tement une habitude 
(|(t la conception analytique du monde. Sous Faction de cette fafon 
da conoeyoir la nature, dans le milieu des savants est venue s'insinuer 
do plus en plus fr^uemment la pensee que Fid^ seule de causality 
pr^vaut dans la marche des ph^nom^nes et que les causes finales n'y 
jouent aucun role. Alors dans le milieu des philosophes se sont fait 
entendre de plus en plus souvent des voix qui affirmaient avec assu- 
rance, que la nature est indiff^rente aux huts de Fhomme, qu'elle ne 
connait ni le bien, ni le maL Le bien et le mal, la beauts, la justice 
et la liberty, ont-ils dit, ne sont qu'illusions, cr^s par Fimagination 
humaine. Dans les considerations de certains philosophes est venue a 
pr^dominer le sentiment de la &talite, de la n^cessit^ absolue et 
inevitable. Le destin, le sort du monde antique se fait jour dans ces 
opinions. 

Ainsi lliomme, avec sa liberty, ses fins id^ales et ses aspirations 
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eleyeeSy se trouyait entmne dans le remons commun de la contrainte 
fatale. D'apres ces conceptions le destm, snivant des lois inTariables 
qu'on ne peat jamais clianger, le destin gonyeme sans contredit le 
monde. Une telle maniere d'enyisager les choses conduit a un d^ter- 
minisme complet. Certains ont qoalifie ce point de yue de scientifique. 
lis sont fiers de s'y maintenir, a Tencontre des faits les plus ^yidents 
et des sentiments natnrels de Fhomme. 

Cette conception analytique du monde est tr^ r^pandue. Yoici 
comment, an hasard de mes lectoreS; je Fai trouy^ exprimee 
dans ces yers d'on po^te rosse, presqne litteralement traduits en 
franfais: *) 

Que m'importe, crois-moi, toutes tes esp^rances, 
Tes aspirations, tes efforts et tes transes. 
Du nombre seul je sais Timpitoyable loi. 
Jouissance ou tourment, bienfait, yertu, pour moi 
Sont tout indiff^rents: ni bien, ni mal, n'existe. 
De ta marche en yainqueur, — ath^ ou bien d^iste, — 
Vers un eden cach^, j'ai toujours ignor^ 
Le principe et la fin, dont tu t'es honore. 
Qui, la fatalit^: yoil4 mon seul partage! 
Ainsi, depuis longtemps, je marche d'age en age. 
Et je n'inyente pas, n'aime, ni ne construis. 
Je ne r^fl^chis pas. — J'enfante et je dftruis. 
Sans haine et sans orgueil, foulant a mon passage 
L'elephant et le yer, I'imb^cile et le sage . . . 
Vis done comme tout yit! Frele yagne, un instant 
Deferle et disparais! ... Ne t'fleye pas tant, 
Souyerain ^ph^m^re, et renonce a la lutte. 
N'engage pas en yain une yaine dispute 
Ayec Celle qui fut, sans joie et sans remords, 
De toute ^temit^ M^re de tons les Morts, 
Et de tons les Viyants! Va, ne me tiens plus t^te. . . . 

Ainsi dit la Nature . . . et, bruits de la tempete, 
Eclairs, foudre, fl^ments, dechain^s sans merci, 
Grondent comme des yoix qui ne sont pas d'ici. 



n n'est pas ^tonnant qu'une pareille maniere d'enyisager la marche 
des ph^nom^nes de I'lmiyers ait rencontr^ une ^nergique r&istance 
dans le milieu de beaucoup de penseurs. 



*) par M. Sichler, professenr an lycde de Kasan. 
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Plusieurs ont commence a entreyoir dans une pareille idee un 
danger an point de yue de TEthique et de TEgth^tique. II en est 
r^sulte des malentendus entre la conception scientifique et philosophiqne 
du monde la plus r^pandne et les tendances naturelles et legitimes de 
rhomme. Comment ecarter ces malentendus? 

n ne faut pour cela^ en se penetrant d'une sage modestie^ 
qu'enyisager les manifestations de Tuniyers a un point de yue plus 
profond^ment scientifique. La conception du monde selon la science 
et la philosophies se rattache etroitement aux mathematiques. L'expli- 
cation math^matique des ph&iom^nes constitue une propriete fonda- 
mentale de la science contemporaine. Cependant de toutes les diyisions 
des mathematiques jusqu'a present on n*a applique que Tanalyse a 
Texplication des phenom^es de Tuniyers. Neanmoins cette inter- 
pretation qui ne se fait qu'au moyen des fonctions continues analytiques 
n'est pas suffisante. Outre I'analyse il y a en mathematiques^ Tarith- 
mologie; outre les fonctions continues il y a les fonctions discontinues. 

En considerant de pr^ les phenomenes de la nature^ nous remar- 
quons bientdt des faits qui ne peuyent Stre expliqu^s en partant du 
point de yue de la continuity seule. En examinant^ par exemple, 
le tableau chimique des elements simples, nous yoyons que les 
nombres qui le caracterisent ne se subordonnent pas a la loi de con- 
tinuite. II n'y a pas des corps simples de toute densite. Ghaque 
corps simple est par lui-meme un indiyidu chimique particulier. Quand 
nous examinons les corps chimiques composes , nous decouyrons qu'ils 
se composent d'elements n'entrant dans des combinaisons chimiques 
que dans des proportions determinees. La continuite ne suffit pas 
pour expliquer tons les phenomenes chimiques. En chimie on rencontre 
souyent Tusage des lois arithmologiques. Elles interviennent toutes 
les fois qu'on yeut definir les nombres des differentes combinaisons de 
meme composition. Toute combination chimique compos^e est par 
elle-meme un indiyidu s^pare et independant. La theorie atomique 
(de la chimie) indique clairement les particularites indiyiduelles dans 
la constitution de la mati^re. Ces particularites se manifestent dans 
les constructions cristaUines des mineraux. On ne pent les expliquer 
par la continuity seule. L'acoustique nous apprend qu'une combinaison 
determinee de sons produit une expression esthetique. Une suite musi- 
cale de sons reyet un caractere arithmologique. 

En biologic, la construction cellulaire des corps organiques montre 
le rdle important des indiyidus biologiques dans les phenom&nes de 
la yie. Les phenom&nes de la conscience presentent egalement plusieurs 
cotes qui ne correspondent pas & la conception analytique de la nature. 
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En Bociologie, lliomme constitue un element social ind^pendant et 
sntonome; et beauconp de ph^om^ea socianx ne peuvent ^tre expli- 
qu^ par la continait^. En un mot, il y a beauconp de cas^ otl la 
diBContinuit^ se fait voir dans la marche et mSme dans le d^yeloppe- 
ment des ^y^nements sociaux. 

La discontinuity apparut toujours la oil se manifeste Tindividualit^ 
ind^pendante et autonome. La discontinuity intervient aussi la ot 
surgissent les questions des causes finales et les probl^es esthetiques 
et ^thiques. 

La continuity n'explique done qu'une partie des ph^nom^nes de 
Funiyers. Les fonctions analytiques sont imm^diatement li^es ayec la 
continuity. On ne pent employer ces fonctions que pour expliquer 
les pb^nom^es les plus simples de la yie et de la nature. La con- 
ception analytique du monde est done insuffisante. Elle ne s'^tend 
pas a tous les faits de la nature ^ n'explique pas tons ses pb^nomtoes. 

Les int^rSts les plus chers k HiommCy les plus Aey^s^ sont souyent 
lies aux probl^mes d'aritbmologie. Le pbilosopbe ne pent pas les 
renier an nom de la conception analytique^ conception ^troite et in- 
suffisante. On ne pent rejeter les causes finales et lliarmonie d'une 
conception yraiment scientifique et pbilosophique du monde. II faut 
%alement en tenir compte quand on ^tudie les ph&iom^nes de la 
nature. La conception arithmologique du monde indique que les causes 
finales jouent aussi un role dans les manifestations du monde. Elle 
nous am^ne k nous conyaincre que le bien et le mal, la beaute^ la 
justice, la liberty, ne sont pas rien que des illusions cr^es par Timagi- 
nation de lliomme; elle nous donne aussi la conyiction que les racines, 
pour ainsi dire, de ces tendances reposent dans Tessence mime des 
choses, dans la nature mime des pbdnom^nes de Funiyers, qu'elles ont 
une base qui n'est pas fictiye, mais r^elle. La conception arithmologique 
ne nous force pas k ne consid^rer le cours des ^y^nements rien que 
dans leur continuity fatale et d'absolue necessity. Elle nous d^yre 
du fatalisme. Dans F^conomie g^n^rale de nos connaissances et de 
nos sentiments elle acquiert une importante signification et a un droit 
l^al a Fexistence. Elle ne contredit pas Finterpr^tation math^matique 
du monde et des ph^nomenes de la nature. Le point de yue arith- 
mologique complete la conception analytique du mondre. L'un et 
Fautre expliquent les ph&iom^nes qui y correspondent Ces deux 
conceptions, Fanalytique et Farithmologique, ne se contredisent pas 
Fune Fautre, mais ne composent ensemble que les deux aspects d*une 
seule et mime interpretation math^matique des ph^nomines de la 
nature. 
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line conception y^ritablement scientifique du monde n'est done 
pas Beulement analytique, mais math^matique^ c'est-a-dire a la fois 
analyidque et arithmologique. 

Ayec la conception math^matique du monde on change et on 
complete le point de vue sur le progr^s et sur le rdle de Thomme 
dans la marche des ^y^nements du monde. 

Le progr^s ne consiste pas seulement rien que dans Tamelio- 
ration du milieu ambiant. II est inseparablement li^ a Fam^oration 
de la nature mSme de Fhomme^ au perfectionnement de son entende- 
ment; de ses sentiments et de sa yolont^. Les elements ethiques et 
esthetiques y jouent un role important. La nature n'est pas seulement 
un mecanismc; mais un organisme^ dans lequel agissent des indiyidus, 
qui existent et fonctionnent ind^pendamment et de toute la tension 
de leurs forces et de leur puissance. A cdt^ de Tuniyersalisme, Findi- 
yidualisme a plein droit a Texistence. Ds ne s'excluent pas, mais se 
complitent Fun Fautre. Dans Fordre g^n^ral de Feyolution totale du 
monde, il doit y ayoir place entre eux non pas pour Fautonomie, mais 
pour lliarmonie. Dans la tendance consciente et inconsciente yers la 
recherche de cette harmonic nous deyons chercher le secret qui explique 
plusieurs ph^nom^nes de la yie psychique de Fhomme et de sa yie 
historique. Lliomme n'est pas seidement nn etre passif^ un miroir 
qui r^fl^chit les ph^nom^nes de la nature qui Fentoure. C'est un 
agent actif et cr^bteur, un instrument absolument necessaire^ mais 
ind^pendanty dans la marche de Famelioration g^nerale de la nature 
et de la yie. Comment expliquer que jusqu'a present le point de yue 
analytique seul Fa emporte dans les considerations scientifiques et 
philosophiques sur le monde et la nature? 

Gela tient a plusieurs raisons. D'une part, c'est dans les derniers 
temps seulement que Farithmologie a commence a se montrer comme 
une branche ind^pendante des math^matiques. D'autre part, les 
brillantes applications de Fanalyse mathematique a Finterpr^tation des 
plus simples ph^nomenes du monde ont accoutume les sayants i cette 
pensee, que Fanalyse est Funique instrument de recherche mathematique. 
Cette habitude s'est si prof ondement enracin^e dans la conscience gen^- 
rale, qu'elle a d^rob^ a Fattention tons les autres proc^des mathe- 
matiques. Les plus simples lois de la nature s'expriment, en effet, 
par les fonctions analytiques et la continuity est reellement la propriete 
essentielle et fondamentale des ph^nom^nes li^s a ces lois. Nous 
n'ayons cependant pas le droit d'^tendre le domaine de la continuity 
a tons les phenom^nes de la nature. Nous n'ayons pour cela aucune 
raison, ni logique, ni r^elle. 
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On a suppose jusqu'a pr^nt qn^k chaque question scientifique il 
ne doit exister qu'une seule r^ponse determine ; on n'admettait pas de 
cas otl il pourrait j avoir plusieurs solutions diff^rentes. Gependant 
il se rencontre dans Tarithmologie des fonctions particulieres inverses 
aux fonctions discontinues. On pent les appeler les fonctions de 
quantites arbitraires. Elles ont la propri^t^ d'avoir un nombre infini 
de valeurs pour une seule et m§me yaleur d'une quantite variable 
ind^pendante. Ces fonctions se rencontrent dans la nature. On pent 
en pr^enter plusieurs exemples ot leur application a lieu. 

On sait que d'apr^s la loi de Weber^ il existe une corrflation 
entre la sensation et Timpression^ corrflation qu'on exprime par une 
fonction logarithmique. On y d^couvre cependant la particularity 
suivante. L'impression pent quelquefois se modifier dans de certaines 
limiteS; alors que la sensation reste constante. De cette fa9on la 
sensation est une fonction discontinue de Timpression. Cette demi^re, 
au contraire, consider^ comme fonction de la sensation donn^, est 
une quantity arbitraire, capable de recevoir toutes les significations 
dans des limites d^termin^es de modification. Une pareille d^pendance 
mene a toute une suite de remarquables r^ultats psychologiques. Elle 
^argit notre vue sur la nature et sur Fhomme. D'apr^s ces lois^ a 
une impression donnee correspond toujours dans un individu donn^ 
une sensation definie, mais a une sensation donn^ peuvent correspondre 
beaucoup d'impressions diffi^rentes. 

Selon cette loi, d^s que nous voudrons d'apr^s nos sensations faire 
telles ou telles conclusions sur les impressions correspondantes^ nous 
ne sommes pas en ^tat de r^pondre de Texactitude et de determiner 
parfaitement la conclusion. De cette fa9on, vu Fessence meme de 
notre oxidisation finale ^ nous devons ecarter la pr^ominance de la 
necessite absolue et fatale dans le domaine de nos sentiments et de 
nos actions. 

Seule une Education continue pent restreindre et amoindrir les 
limites de Fincertitude dans nos jugements et nos actions. La n^ssite 
meme de F^ucation qu'on pent se donner soi-mSme chasse d^ji le 
fatalisme de nos vues th^oriques sur lliomme et sa nature. Une 
certaine part de basard^ qui appandt dans nos actions^ introduit un 
element d'^ventualit^ dans la nature mSme. L'eventualite entre ainsi 
en sc^ne, comme une propriety essentielle de certains ph^nom^nes du 
monde. Dans le monde il n'y a pas que le r^gne de la certitude 
seule. La probability y a aussi son empire. 

La doctrine des ph^nom^nes fortuits ou th^orie des probabilit^s 
apparait comme ime science math^matique essentielle dans le syst^e 
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general de nos connaissances. Le philoBophe doit compter avec la 
probability autant qu'ayec la certitude. 

La throne des probabilites doit donner des r^ponses la^ oil Ton 
ne pent recoorir a Tanalyse et a Tarithmologie ]k, oil Ton ignore la 
loi des ph^nomenes. 

En general la probabilite se manifeste dans la sphere des ey^nementB 
tres compliquds. On doit y rattacher sans conteste plnsieurs pheno- 
m^nes socianx. La theorie des probabilites pent s'appliquer a plusieors 
phenom^nes socianx. La loi des grands nombres demontre^ que Fin- 
fluence des causes fortuites, qui d^truisent la marche r^guli^re des 
phenomeneS; pent dtre affaiblie par un grand nombre d'observations. 

En se fondant sur cette loi^ nos conclusions par rapport aux 
ph^nom^nes fortuits peuvent avoir une certaine autorit^; il faut tenir 
compte de ce que leurs lois et leur lien ayec d'autres ph^noni^es 
nous sont inconnus. 

A quelles considerations devons-nous en yenir dans la question sur 
le rapport des math^matiques avec la conception scientifique et philo- 
sophique du monde? 

La nature de cette conception decoule de I'application de mathe- 
matiques dans toute leur etendue a Tetude des ph^nomenes de la nature. 
L& oil la continuity caracterise les ph^nom^nes dans leurs modifications^ 
on pent appliquer Fanalyse mathematique et y employer un entende- 
ment analytique. Dans ce cas-la^ les phenomenes^ se d^veloppant 
selon des lois invariables et constantes^ ils offrent la possibilite de les 
fixer ayec une parfaite precision dans leur ensemble et dans leurs 
manifestations fl^mentaires. On pent rendre ^vidente la marche meme 
de pareils ph^nom^nes pour toutes les diyisions du temps. On pent 
les pr^dire. Us s'accomplissent comme ayec une sorte de fatality. 

Outre les ph^nom^nes subordonn^s dans leur d^veloppement aux 
lois de la continuite, il existe dans la nature des ph^nomenes plus 
compliqu^Sy qui ne s'y soumettent pas. On pent quelquefois y employer 
la theorie des fonctions discontinues. 

Le point de vue arithmologique complete la conception analytique 
du monde. L'analyse et Farithmologie constituent dans leur ensemble 
un seul et m§me entendement mathematique des phenom^nes. Enfin 
la oil il est impossible de subordonner ces demiers a des lois r^- 
liereSy il est possible d'appliquer la theorie des probabilites. L'appli- 
cation simultanee de ces differentes branches des mathematiques con- 
stitue la veritable fa^on de concevoir le monde scientifiquement et 
philosophiquement. 

Pour interpreter les phenomenes du monde nous pouvons nous 



B. Vortr&ge der Sektionssitzangen. 221 

en tenir k diffiSrents points de vne. Ce qu'on a sppele le positiyisme 
tend & r^pondre rien qu'ii cette question: ^yComment s'accomplissent 
oes ph^nom^nes?'' Le point de Yue analytique^ qui predomine en ce 
moment dans la science, essaie de r^prondre aux questions suivantes: 
^yComment et pourquoi?^ 

La veritable conception scientifique et philosophique du monde 
aspire, dans la mesure du possible, a r^pondre de son mieux non settle- 
ment aux questions pr^c^entes, mais encore a celle-ci: „Dans quel 
but et pour quelle raison?^' Cette fa^on de consid^rer le monde 
n'introduit pas de d&accord entre nos id^ et nos sentiments. EUe 
ne conduit pas a la collision des causes finales ayec les ph^nom^nes 
de causality. Elle t&che d'amener nos idfes et notre id^ (dans toutes 
ses formes) k une union harmonieuse. 

Leibniz, le fondateur du calcul des infiniments petits, a le premier 
formule Fidee de progr^s comme une id^ de perfectionnement graduel 
de la soci^te. Ayant pose des bases durables pour le d^Teloppement 
de I'analyse mathematique, il a considerablement contribue i fortifier 
la conception analytique du monde. II se regardait lui-mSme comme 
le cr&teur du principe de la continuity. II ayouait ^;alement son 
insuffisance a expliquer tons les ph^nomenes du monde. Par sa mona- 
dologie il avait en vue de completer la conception analytique et de 
foumir un contrepoids au penchant de certains savants vers le ratio- 
nalisme et runiversalisme. II a demontre la signification importante 
des individualites indivisibles et autonomes dans Fordre de Tunivers. 
G'est en quoi se r^v^le, selon nous, le profond entendement philosophique 
du grand math^maticien. 

Je n'ai pas touch^, en g^n^ral, le cdt^ philosophique de la question. 
La logique, la psychologic, Thistoire de la philosophic confirment en 
plusieurs cas nos considerations d'une fafon encore plus convaincante. 

Nous avons vu que, dans le domaine des math^matiques pures, 
la continuite et la discontinuite sont deux notions qu'il est impossible 
de rapprocher Tune de Fautre. Elles pr^sentent un exemple d'anti- 
nomie math^matique. Un complet entendement de faits math^matiques 
n'est possible qu'a condition qu'on puisse tenir compte dans une mesure 
%ale de ces deux moyens de modifier les quantites. — Avec une 
evaluation reguli^re et la classification scientifique des donnees des 
mathematiques pures, on doit etablir entre eux non pas le desaccord 
mais bien Fharmonie. 

Nous pouvons ^galement nous convaincre que dans les domaines 
des sciences comprises dans la logique, la biologie, la psychologie, 
Fhistoire de la philosophic et la sociologie, Funiversel et Findividuel, 
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I'abrtrait et le conoret| la personne et la soci^te se compl^tent ma- 
taellement. Nous y trouTons rezplication pourquoi la cause et le bat, 
la n^ceBsit^ et la contingence, FanalyBe et la synthase , raf&rmation de 
la personnalit^ et Fabn^tioii peuyent et doiyent se trouver en cor- 
rflation enti^re Tun avec Tautre. Ces conceptions ne doivent ni s'ex- 
dure, ni s'opprimer. La vie consiste dans on effort continnel a donner 
une issue l^time k des tendances diffiSrentes et^ en apparence^ contraires. 
Dans cette antinomie qui se glisse dans nos conceptions , se dissimule 
cette impulsion de vie, dont est p^n^tr^ tout ce qui vit^ soufi&e et 
aime. Nous devons en tenir compte dans I'examen et revaluation des 
faits du monde et les amener a Tunit^ et ik lliarmonie. 

Je n'ai pas traite en detail cette demifere question parce que 
9'aurait ^t^ d^passer les limites de ma tache: .Tai surtout youlu rendre 
Evident qu'en ne restant rien que sur le terrain scientifique et ob- 
jectif on pent arriyer i des consid&titions plus profondes sur la yie 
et sur la nature. J'ai youlu defendre la y^ritable science contre les 
reproches qu'on lui fait. J'ai youlu montrer que les y^rit^ proposees 
par les sciences exactes ne nient pas^ mais affirment^ en s'appuyant 
sur des bases in^ranlables^ nos aspirations id^es yers Tunite et 
rharmonie. 

G'est pourquoi, en nous pla^ant sur un terrain compl^tement 
objectify nous pouyons, pour terminer, nous associer k la pens^ exprim^ 
dans la seconde partie des yers cit^ plus baut. C'est une protestation 
contre la conception partiale du monde qui assujettit la nature aux 
lois d'une necessity absolue et fatale. En r^ponse a cette nature sans 
pitie, rbomme, sous Finfluence d'une conception plus profonde des 
ph^nom^nes de Funiyers, caract^rise sa destin^ dans les termes suiyants: 

. . . Mais, portant baut la tSte, an cri de: Libert^I 
Vers la terre promise ot r^gne la bont^, 
Au pays de son r^ye, un paradis tranquille, 
Un ^tre, k pas lents, ya. La route est difficile. 
A trayers la bourrasque, et la pluie, et lliorreur 
De t^n&bres, il ya, sans morgue et sans fureur. 
D trebuche et chancelle, et la bise fait rage. 
Sous la Sroix de douleurs, mais sans perdre courage, 
D marche, ce Titan: c'est THomme. Or, en ses mains, 
D'un geste r^yflant des efforts surhumains, 
II tient un ^tendard otl, sublime sentence, 
Brillent ces mots diyins en gage d'esp^rance: 
Le Yrai, le Beau, le Bien. 
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n dit avec fiert^: 
Qui que ce soit qui m'ait en ma fragilite 
Souffle le fen sacre, qui m'ait dot^ d'une ame^ 
Tu ne peux retouffer cette ardeur qui m'enflammey 
Nature aveugle et morte^ en ia rude beaute^ 
De Tesprit immortel j'ai ponr moi la clart^. 
Legislateur nouveau^ da Livre de la Yie^ 
J'effacerai le vice^ extirperai Tenvie. 
A rOmbre je dirai: Disparais pour toujours! 
Aurore allume-toi! l^den, vienS; prends ton coors. 
Descends dans le d&iert otl je laisse la trace 
D'un penible labeur. Nature^ fais-moi place! 
Tu seras ma servante en ce lieu consacr^, 
Ou je cesserai d'etre en ce monde effondre. 



Sur les p6les des fonctions uniformes h plusieurs variables 

ind^pendantes. 

Par 
L. AuTONNB a Lyon. 



Soit X une fonction uniforme de r + 1 variables ind^pendantes 
y, oi^i, ' ' 'f ^r, coordonn^es d'un point ^ dans une espace Er-\.i a r -|- 1 
dimensions. Si un point ra, par exemple Torigine y = a;^ «=••• = x^ = 
des coordonn^es, est pour X un point singulier non essentiel ou pole, 
alors on a^ par definitions pour des modules des variables suffisam- 
ment petits, X = P(y, x^, • • •, Xr) : Poiv, ^u ' • •)> ^'^^ ^®^^ fonctions 
P et Pq etant holomorphes et nulles au pdle; les deux series Pet P^ 
sont supposes premieres entre elles au sens de Weierstrass. 

Aux abords du pdle^ X a (Weierstrass) une valeur arbitraire ou 
m^me n'a aucune yaleur. Je me suis propose d'^tudier Tindetermination 
de X en cd. 

Appelons valeur Xa, de X au pole la limite vers laquelle tend 
Xy lorsque le point g tend vers cd. Xoi depend ^videmment de la loi 
suivant laquelle d^croissent indefiniment les modules des variables, ou, 
pour parler un langage g^om^trique, de Titineraire SS suivant lequel % 
tend vers (d. II y a d'ailleurs avantage a considerer plusieurs fractions 
telles que P:Po, aflfectees d'un mSme dfoominateur P^. Voici alors 
une mani^re plus commode de poser la question. 

Prenons dans un espace E/f k N dimensions, ^ ^ r + 1 1^8 
N ■;{- 1 coordonn^es homogfenes gy[j* = 0, 1, • • •, N] d'un point |. 
Les iV 4" 1 equations 

(1) 9h = Pj(yf^u'->^r) 

[q = facteur de proportionnalit^, Pj = fonction holomorphe, regulifere et 
nulle en m] definissent le point ^ comme image du point g. Quelle est 
rimage Slr-^i du pole o lui-meme? Slr^i est constitu^, par definition, par 
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Fensemble des points I yers lesquels tend 1^ quand ( tend yers id par 
tons les itin^raires SB possibles. J'appelle „problfeme [r + 1]*' la con- 
stniction de Timage Slr+i- 

II est ^yident que la resolution dn probl^e [r -|- 1] &it con- 
naitre les aUures de la fonction uniforme 

dans le yoisinage de son pdle <o et r^pond d'une fafon complete i la 
question que je me suis pos^. 

Le problfeme [r + 1] est r^solu en ^tant ramen^ au probleme [r] 
c'est-a-dire, de proche en proche^ au probleme [1], pour lequel la 
solution est imm^ate. Yoici la marche gen^rale du raisonnement. 
D'abord le th^or^me fondamental de Weierstrass permet d'ecrire 

i'i = /}x{i + 9i(y,«i,-.-,«r)} 



/}— ^y'«>i(^i, :••, ^r), 



[aj^ SB constante non nulle; aji^ qj »» fonction holomorphe nulle en m], 
le tout^ bien entendu, en e£Fectuant au besoin sur les §> une collin&ttion 
conyenable. 

A la limite, les rapports des Pj et ceux des fj sont les mSmes; 
on est ramen^ a r^soudre le probleme [r -f 1] sur le syst^me 

(2) Qij'-fj. 

Ge systime; pour y seule yariable, d^finit dans Tespace Ejf une yari^te 
unicursale ou courbe F«, qui ne depend que du point Xj ayant les 
^if ^if ' ' 'j ^r pour coordonn^ dans un espace Er. Les N — 1 
Equations de A 

^(6o, 6i;--', Si^; ^u^2;---,^r) = o {t = i,2,...,iv— 1}, 

obtenues par I'^limination de ^ et de y entre les equations du syst^me (2)^ 
out pour coe£Bioient8 des fonctions uniformes des x^, * ' *, Xr. Si Ton 
sait r&oudre le probleme [r] on saura construire toutes les Umites F 
yers lesquelles tend Fx, quand x tend yers le point j;^ »>••• = Xr »» 0. 
Une demonstration^ qui a ses dif&cultes, m^ne alors au th^or^me 
suiyant: „La figure Ar+i est exolusiyement constitute par Tensemble 
des courbes F.^ Quelques-unes des courbes F sont eyentuellement 
des points. 

Ainsi le probleme [r -f 1] est ramen^ au probleme [r] c'est-ii' 
dire r^solu. 

y«r1i. d. 1. intornftt lC»th«m.-KoBgT. ZArioh 1897. 16 
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On peat dire que mon proced^ permet de lever I'mdetermination 
des symboles -^ a on nombre quelconque de yariables. 

Yoici, pour finir, one aaire application. Dans la transformation 
birmtioimelle de Fespace {X, T, • • -i ^'=» polynomes) 

^ ■" T(«, y, 5) » y — T' * T 
qui a poor inyerae la transformation 

M. Neither ^Eindentige Banmtransformationen, Mathematische Annalen, 
tome ni) ^tudie les points iondamentaux, commons par definition 
aax quatre surfaces 

(3) X — 0, r=o, Z=0, T=0. 

II en distingue deux espfeces, que je nomme pour abr^er zenith et 
nadir. Par definition, Timage d'un zenith est un syst^me de points, 
de courbes et de surftuses; celle d'un nadir ne comprend que des points 
et des courbes. M. Noether fiEut la distinction des zeniths et des nadirs 
pour des singularity simples des surfaces (3). 

Mon procM^ permet de faire cette distinction dans tous les cas, 
pour une singularite aussi compliquee que Ton voudra, et de con- 
struire effeotiyement les surfisMses, images des zeniths, les courbes, 
images des nadirs. On etablit notamment que le nombre des zeniths 
est to^jours fini. 

Ce dernier thfor^me est un cas particulier d'une proposition plus 
gen^rale: „Si, pour r^^2f les 8&*os oommuns aux jW-|- 1 fonctions 
i^ du systi^me (1) forment un ensemble continu E^ a une dimension, 
le point oourant sur E^ est un nadir/' J'appelle d'ailleurs surface 
touto variete ik deux dimensions dans I'espace E^. 

Jo aignalerai en terminant Texistence d'itineraires qui ne foumis- 
Mont aucun poiut-limite | de £. Voici un exemple tres simple de cette 
oirconstance. 

HuppoMons, pour r^^2j que les P/ soient des polynomes et que 
Urn N ^ I surfaces (an sens ordinaire du mot) algebriques Pj = 
m\ni une oourbe commune (7, issue du pole id. Si Titin^raire SS coin- 
oldo Mveo i\ i ne tend vers aucune limite. 

Pour plus de details, on pent consulter mes autres publications sur 
la rniilit^rii: Oomptes Kendus (11 Nov., 9 et 30 D^c. 1895); Rendiconti da 
(^ttroli) Mttthtfmatique de Palerme (1896); Acta Mathematica (1897). 



L^unification des concepts dans les math^matiques. 

Par 
Z. DE Galdbako a Saragosse. 



Ainsi que le 17*°^ allele peut etre consid^r^ conune une p^riode 
de cr&ktion pour la Math^matique^ notre siMe sera sans doute Tepoque 
de la syst^matisation des concepts de cette science. 

La th^orie des quantites imaginaires entra dans le domaine fecond 
des applications a la throne des fonctions^ quand Gauchy, d'aprfes 
rinterpretation geometrique due a Argand et Bu^, publia son memoire 
Sur les quantites geometriques^ et quand Biemann signala les 
nouvelles allures qu'a suivies F^le allemande. 

D'un autre cote TAlgebre s'ayance appuy^ sur la th^rie des 
substitutions sous les puissants efforts de Li^p-ange, Abel et Oalois. 

De meme les fonctions elliptiques, la th^orie des nombres^ I'Algfebre 
de la logique, la Oeom^trie dans I'ecole de Monge sous I'influence des 
Camot, Poncelet^ Chasles et Staudt et les theories cr^ees par Bellayitis^ 
Hamilton et Grassmann, fondateurs de la geometric vectorielle, sont 
des branches appartenant a la premiere moiti^ du 19*°® si^cle. 

L'evenement inaugur^ par Lobatscbewsky et poursuiyi par Riemann, 
qui a mis les geometries non-euclidiennes en face de .reuclidienne 
et qui a conduit a la nouvelle doctrine de Thyper-espace, avec le 
travail d'unification At a M. Sophus Lie^ sous le fecond concept des 
groupes de substitutions , arrive jusqu'a la consideration des families 
des mouvements non-euclidiens dans une variete a n dimensions. 

Nous pourrons suivre ce travail d'unification dans les ouvrages 
publieS; ainsi que dans les precedes de notre intelligence^ et nous verrons 
que la Mathematique agit dans ses precede par une suite de projections. 

La categoric de la raison nommee quantite s'est projet^ dans 
ses variety, caracterisant, par la predominance de cbacune, les diverses 
branches de cette science. 

16' 
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Une premiere projection produit les jugements de subordination, 
supraordination^ egalite^ qui donnent le developpement de FAlgebre 
de la logique, incessanunent accme d^s Boole jusqu'a Schrceder. 

La combinatoire^ d^yeloppee dans la th^rie des substitutionBy 
prMomine aussi dans les modemes trait^s de la theorie des nombres 
et de TAlgfebre ordinaire ainsi que dans celle des formes. 

L'Arithm^tique^ d^s I'unification produite par Valgorithme de la 
congruence, compte les travaux de Dedekind, fondes sur le concept de 
corps fini du degr^ n, outre sa doctrine des id^aux, modification de celle 
de Rummer sur les nombres id^aux, les ecrits de M. Cantor fond^ 
sur le concept de puissance ou nombre cardinal d'un ensemble, et la 
relation univoque entre les elements correspondants de deux ensembles, 
c'est-&-dire Timage ou projection (Abbildung) 7(5); selon M. Dede- 
kind d'un dement 5, tout ce qui est developpe dans les int^ressants 
ouvn^es de MM. Dini et Tannery sur les fonctions et de M. Betazzi 
sur les grandeurs (grandezze), qui ont donne un nouvel elan a la 
theorie des nombres irrationnels, dont MM. Hermite et Lindemann ont 
plac^ le dernier etage dans les nombres transcendants. 

Sous ces Yues sont aussi ^rits des ouTrages tels que Lehr- 
buch der Arithmetik und Algebra de M. Schroeder et Elemente 
der Arithmetik und Algebra de M. Fr. Meyer (Halle). 

Nous aTons deja dit que TAlg^bre est fondee sur la theorie com- 
binatoire des substitutions, et dans les ouvrages de Lagrange, Abel et 
Galois nous trouvons la correspondance continuelle des fonctions qui 
ont une certaine relation avec les yeritables inconnues des ^nations 
et les groupes des substitutions. 

Mais une nouvelle branche s'entrelace avec celle-ci, celle qu'on 
a appelee TAlgebre des formes, caracterisee par le concept d'in- 
yarianoe. 

La liaison de cette branche avec toutes les branches math^ 
matiques est n&^ssaire au moment oti nous Yoyons que la propriete 
d'inyarianoe de certaines fonctions a lieu, lorsqu'on a fail des irans- 
formations lineaires entre les variables. 

Pour abr^er, nous dirons que la nouvelle Algebre a foumi a la 
Qeom^trie analytique des principes qui lui manquaient, moyennant 
les ih^ries des invariants et des covariants. 

Nous Toyons originairement ces d^veloppements dans les excellents 
traites de MM. Salmon et Glebsch, et plus encore dans les cinqui^e 
et sixi^me memoires Upon Quantics de Cayley, oti Ton fiEut la traduction 
des relations anharmoniques, dliomographie et d'involution dans le 
langage de TAlgfebre des formes, et o^ Ton etablit la Q6om6ine metrique 
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projective rapport^ a I'Absola, apr^ avoir rapports les Geometries k 
one et a deux dimensions aux formes qnadriques binaires et temaires. 

Poorsuivant T^num^ration des analogies qui conduisent a Tuni- 
fication des concepts^ nous trouvons que les propri^t^s restant invariantes 
pour une classe quelconque de transformations^ dependent du caract^re 
du groupe de celles-ci, c'est-a-dire^ de Fensemble des transformations^ 
qui se reproduisent, moyennant une quelconque de ses combinaisons^ 
ce que nous avons vu dans d'autres branches. 

Les transformations des formes les unes dans les autres, ou le 
probl^me de Fequivalence, etendu aussi aux faisceaux de formes ^ la 
repr^ntation de ceux-ci a Taide d'un ensemble de fEusceaux Aemen- 
taires^ la transformation d*une forme en elle-meme; la reduction des 
formes a la forme type^ sont des questions qui montrent combien 
contribue a Funification de la science le concept de groupe de substitutions. 

Le probl^me de la transformation des formes li^ avec r^galit^ de 
certains invariants et covariants conduit a une correspondance entre 
les groupes finis et les formes et les mouvements dans Tespace, con- 
siderations qui out conduit M. Klein a etablir une th^orie gen^rale de 
r^quation du cinqui^me degr^ dans ses Yorlesungen iiber das 
Ikosaeder und die Auflosung der Gleichungen fUnften Grades. 

La rechercbe d'un domaine fini pour Fensemble des formes d^- 
duites des operations invariantes de certaines formes, la determination 
du systeme de formes fondamentales, questions mises en lumiere par 
M. Gordan, et lee synthases fiEutes par MM. Salmon, Serret et Weber 
dans leurs notables trait^s temoignent combien s'est avanc^e cette 
branche de FAnalyse. 

Dans la Geometric nous voyons comment la transformation des 
figures a Faide des projections, faite par Monge, est suivie de la 
tentative de Gamot, pour etablir des correlations entre les figures, et 
des travaux de Poncelet sur le principe de continuite, confirme par 
sa doctrine des cordes suppiementaires et des cordes ideales, et sur 
les elements a Finfini qu'il introduit par la methode de projections. 

La theorie de la polarite germe de celles de la dualite et de la 
correlation, employees par Gergonne, Steiner et Ghasles. L'unification 
qu'introduit ce dernier geom^tre sous le concept du rapport anharmonique 
qui lia la Geometric modeme avec la doctrine des porismes d'Eudide; 
la geometric de situation exposee par Staudt independamment des 
considerations metriques et unifiee par Fintroduction des elements im- 
propres et les deux precedes de la projection et de la section; Fapplica- 
tion de Fimaginaire faite par Plficker dans la definition des foyers, et 
Feiargissement de la Geometric par le nouveau concept des complexes; 
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le concept des droites isotropes dont M. Laguerre a fait des indi- 
cations int^ressantes: tout cela montre combien ces representations 
ont foumi a la G^metrie des moyens d'unification et de simplicite 
dans ses procedes et dans son ensemble. 

Un autre ordre d'idees est celui qu'ont imports Cauchy et 
Riemann par la correspondance entre les fonctions et les points d'on 
plan, le premier consid^nt deux points dont les afixes sont la variable 
et une fonction de celle-ci et le deuxi^me sa surface, c^ebre par ses 
continuelles applications a T^tude des fonctions, et a cette correspondance 
nous aurons a ajouter celle de M. Cremona qui conduit a la surface 
bomoloide ou repr^sentable point par point dans un plan, aux relations 
unid^terminatiYes qui changent une courbe dans une autre, et nous 
citerons encore Timportant theoreme ^tabli par Riemann de la con- 
servation du genre d'une courbe dans toutes les transformations uni- 
determinatives. 

Comme r^sum^ de ces considerations sur Tadjonction de Fimaginaire 
et de rinfini ainsi que sur I'idde de correspondance, nous pourrons placer 
a cote de A sixth Memoir upon Quantic de Gayley, qui ^tablit la 
projectivite de la O^ometrie m^trique a I'aide de Tadjonction de Tabsolu, 
le m^moire de M. Klein: Vergleicbende Betracbtungen fiber 
neuere geometrische Forschungen et les travaux de M. Lie 
exposes dans ses r^centes publications. ^ 

Nous ajouterons que cette imification donnee a la Oeom^trie dans 
ses branches superieures pent s'introduire dans la branche ^l^mentaire 
au benefice de I'enseignement, parce que Tadmission du postulat permet 
d*introduire une correspondance univoque qui facilitera les demonstrations. 
Les elements pourront de mSme se completer par les nouveaux deve- 
loppements de la Oeom^trie r^cente ou du triangle, continuant Tinitiative 
de M. Casey dans son interessant ouvrage: A sequel to Euclid. 

Aux travaux de Lobatschewsky, Bolyai, Riemann, Helmholtz qui 
ont fonde la pang^ometrie nous aurons a ajouter ceux des MM. Beltrami, 
Frischauf, Tilly, Flye St. Marie, Killing, Gerard, Neuberg, Klein qui ont 
conduit a la classification, due a ce dernier g^ometre, des geometries 
parabolique, hyperbolique et elliptique. 

Nous citerons encore le memoire de Riemann: tJher die Hypo- 
thesen, welche der Geometric zu Grunde liegen qui souleva la 
question des dimensions de I'espace et eiargit le champ de la Geometric 
et de TAnalyse avec la generalisation qui porta la Geometric a n di- 
mensions dont la litterature est aujourd'hui si riche; nous rappelons les 
travaux de M. Schlegel sur les poly^dres quadridimensionels, Touvrage 
classique de M. Killing, le traite sur TAnalyse situs de M. Poincare, 
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les int^ressantes connexions Stabiles par M. Picard dans ses traites sur 
les Fonctions alg^riques et sur T Analyse, ce dernier en rapport avec 
les theories de Ghdois, et s'approchant aux investigations de M. Lie. 

Nous terminerons en rappelant les tr^s importants recueils: Bul- 
letin des Sciences math^matiques, Jahrbuoh Qber die Fort- 
Bcliritte der Mathematik, Synopsis der hoberen Matbematik de 
M. Johann G. Hagen, les memoires presentes au Gongres de Cbicago 
et publies par la Soci^t^ am^ricaine des matb^maticiens et surtout, 
I'ouyrage international poursuiyi par la Commission du Repertoire 
bibliograpbique des Sciences matb^matiques dont le but est I'unification 
de la science matb^matique qui jaillira de la classification des travaux 
public pendant ce si^cle. 



3. Sektion: Geometrie. 



Einige neneEigenschaften des quadratischen Strahlenkomplexes. 

Von 
Th. Bete in Strabborg. 



■ Die allgeineinen quadratischen Strahlenkomplexe^ meine Herren^ 
haben yor20 — 30 Jahren eine Reihe hervorr^enderMathematiker lebhaft 
beschaftigt. Den Anstofs zu ihrem Studium gab bekanntlich seit 1865 
Julius PlUcker durch seine Linien- oder Strahlenkoordinaten. PlUcker 
selbst hat in seinem nachgelassenen Werke^ das 1868/69 von Herm 
F. Klein herausgegeben wurde^ auXser den schon durch Moebius be- 
kannten linearen die quadratischen Eomplexe untersucht und insbeson- 
dere die in ihnen enthaltenen Eomplexflachen vierten Grades eingehend 
erortert. Aber schon war ihm Battaglini zuvorgekommen, welcher, 
angeregt durch PlUcker, 1866 Untersuchungen fiber einen sehr all- 
gemeinen Eomplex zweiten Grades^ den sog. harmonischen, veroffent- 
lichte.' Im Jahre 1868 erschien dann die wichtige Inaugural-Dissertation 
des Herm Klein, worin die Gleichung des allgemeinen quadratischen 
Eomplexes auf eine sehr einfache kanonische Form zuiiickgefuhrt 
wurde. Hieraus ergaben sich ohne weiteres die sechs linearen Funda- 
mental-Eomplexe Elein's, nach denen der quadratische Eomplex zu 
sich selbst reciprok-polar ist. 

Yon 1869 bis 1872 folgten mehrere einschlagige Abhandlungen 
der Herren Elein und Lie; u. a. entdeckten die beiden Forscher ge- 
meinschafblich, dafs die asymptotischen oder Haupttangenten-Eurven 
der Eummer'schen Flache vierten Grades, die als Singularitatenflache 
in der Theorie des quadratischen Eomplexes eine wichtige Bolle spielt, 
algebraische Raumkurven 16. Ordnung sind. 1873/74 lehrte uns Hen- 
Wei I er nicht weniger als 49 verschiedene Gattungen quadratischer 
Eomplexe unterscheiden. Gaporali zeigte 1878, wie der quadratische 
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Eomplex eindeutig auf den Punktraum abgebildet werden kann, and 
Herr Frdr. Schur machte 1879 den Eomplex durch eine projektive 
Erzeugung der synthetiBchen Geometrie zu^mglich und wies cx>^ Flachen 
zweiten Grades naoh^ die je eine Schar von Eomplexstrahlen enthalten. 

Leider gestattet die kurz bemessene Zeit mir nicbt^ die zahlreichen 
wicbtigen Arbeiten noch hervorzubeben, die von anderen Autoren Uber 
die quadratischen Eomplexe veroffentlicbt worden sind. Diese Siarahlen- 
komplexe sind so eingehend and von so verscbiedenen Seiten anter- 
sacbt worden, dafs man wohl za der Ansicbt gelangen kann, alle ihre 
wiebtigeren Eigenscbaften seien nonmebr bekannt, das Tbema sei ydllig 
erscbopft. Aacb ist es ja von ibnen in den matbematiscben Zeit- 
scbriften seit mebr als 10 Jabren au£fallend still geworden. 

Und dennocb balte icb jene Ansicbt fOr anricbtig, glaabe yiehnebr, 
dafs binsicbtlicb des qaadratiscben Eomplexes nocb gar mancbes za 
entdecken flbrig bleibt. So war ans bisber von inyarianten and son- 
stigen Beziebangen des Eomplexes za algebraiscben Flacben, insbeson- 
dere za Flacben zweiten Grades, so gut wie nicbts bekannt, abgeseben 
von den (»* Flacben des Herm Scbar. Nocb aafTalliger war mir bei 
dem Stadiam des letzten, yon diesem Eomplexe bandelnden Bandes von 
R. Stnrm's ^^Liniengeometrie^' die Wabmebmnng, dafs in der Litteratar 
die Tetraeder, deren Eanten aas je secbs Strablen des qaadratiscben 
Eomplexes besteben, bisber ganz anbeacbtet geblieben sind. Solcber 
,,Eomplextetraeder^^ giebt es, wie leicbt einzaseben, secbsfacb anendlicb 
▼iele. Ein beliebiger Pankt ist Eckpankt von oo' Eomplextetraedem; 
in diesen liegen ibm die BerUbrongsebenen einer Flacbe zweiten Grades 
gegenfiber, and zwar jede der Ebenen in oo^ Tetraedem, deren fibrige 
Eckponkte aaf einem Eegelscbnitte liegen. Eine beliebige Ebene ist 
Seitenflacbe von cx>' Eomplextetraedem, in denen ibr die Pankte einer 
Flacbe zweiter Ordnang, jeder Pankt in cx>^ Tetraedem, gegenfiber- 
liegen. Ein beliebiger Eomplexstrabl ist Eante von oo' Eomplex- 
tetraedem; in diesen liegen ibm die Strablen einer Eongmenz zweiter 
Ordnang and zweiter Elasse gegentlber, and zwar jeder Strabl in 
oo^ Tetraedem, deren ilbrige Eanten aaf einer Flacbe vierten Grades 
liegen. Icb komme aaf die Eomplextetraeder bemacb nocb einmal 
zarflck. 

In einer meiner analytiscb-geometrisoben Pablikationen y. J. 1876 
(in Crelle's Joamal 82 S. 192) ergab sicb beilanfig ein merkwtLrdiger 
Zasammenbang des qaadratiscben Strablenkomplexes mit gewissen 
qaadratiscben Mannigfaltigkeiten yon oo^ Flacben zweiten Grades. Aaf 
diese Flacben, die mit dem Eomplexe koyariant sind, and aaf die za- 
geborigen Eigenscbaften des qaadratiscben Eomplexes mScbte icb Ibre 
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Aufinerksainkeit zu lenken mir erlanben. Doch scliicke ich der leich- 
teren Yerstandigong halber einige Bemerkungen fiber apolare Flachen 
zweiten Grades voraus. 

Hat eine yeranderliche Ebene § in homogenen Punktkoordinaten 
^19 ^f ^zj ^i ^^ Gleichong: 

so konnen wir eine Flache 4)* zweiter Elasse und eine Flache F* 
zweiter Ordnung darstellen durch: 

«llSl* + ^<ht%A + • • • + ^(h,l,U + «44l4' = 

und 

Oiia?!* 4- 2a^^x^x^ 4 1- 2c^^x^x^ + a^^x^ = 0. 

Diese beiden Flacben aber nenne ich apolar zu einander und sage, die 
Flache F^ zweiter Ordnung stiitzt oder tr^ die Flache <t>* zweiter 
Klasse, und <t>' ruht oder sttltzt sich auf F^y wenn die Eoeffizienten 
ihrer Gleichungen der bilinearen Gleichung: 

«ii«ii + 2ai2ai2 -\ f- 205^034 + a^a^ = 

genfigen (vgl. Crelle 82, S. 1 und 64). 

Zu einer Flache F^ oder <t>' zweiten Grades sind demnach 
00" Flachen (t>' resp. F^ apolar, die eine lineare Mannigfaltigkeit bilden. 
Ein 2^*-BClschel enthalt nur eine Flache, die zu einer gegebenen 0* 
apolar ist, falls nicht alle seine Flachen diese <t>' stiitzen. Ist ein 
jP*-Biischel projektiy zu einer <l>*-Sohar, so enthalt er i. a. zwei 
Flachen F\ die ihre homologen Flachen 0* stiitzen. Eine Flache F^ 
tragt jeden zweifachen Punkt, der auf ihr liegt, und jedes Punktepaar, 
dessen Punkte konjugiert sind beztlglich der 2^'; eine Flache <t>' aber 
sttltzt sich auf jede sie berUhrende zweifache Ebene und auf jedes 
Ebenenpaar, dessen Ebenen nach <t>* konjugiert sind. Dieses alles 
folgt leicht aus der bilinearen Bedingungsgleichung. 

Jede Flache F^ zweiter Ordnung, die einem Poltetraeder (tetraedre 
conjugue) einer Flache O^ zweiter Elasse umgeschrieben ist, stUtzt diese 
0* (vgL Crelle 78, S. 345), und jede 0*, die einem Poltetraeder einer 
JP* eingeschrieben ist, ruht auf F\ Einer JP* aber, die eine 0* sttLtzt, 
konnen dreifach unendlich yiele Poltetraeder von 0' eingeschrieben, 
und der 4>* konnen zugleich 00* Poltetraeder Ton F^ umgeschrieben 
werden. Ist <t>^ eine Eurve zweiter Elasse, so konnen den zu ihr 
apolaren Flachen F* je 00* Poldreiecke der Eurve eingeschrieb^ 
werden, und die Eurve stfitzt sich auf die in ihrer Ebene liegenden 
Schnittbirven dieser F^. Ist F^ ein Eegel zweiter Ordnung, so konnen 
den zu F^ apolaren <t>' je cx>^ Poldreikante des Eegels umgeschrieben 
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werden, und der Kegel ist zu den mit ihin konzentriscken Tangenten- 
kegeln dieser <t>* apolar. 

Diese Satze nun konnen wir auf die (x>' Kegel zweiter Ordnong 
und die oo* Kunren zweiter Klasse anwenden, die in einem quadrati- 
schen Komplexe entiialten sind. Der Komplex braacht nicht der all- 
gemeine zweiten Grades zu sein; er kann yielmelir einzelne und sogar 
unendlich viele Doppelstrahlen haben und in einem sebr speziellen 
Falle aus den Tangenten eines Ellipsoides, Paraboloides oder Hyper- 
boloides bestehen. Wir setzen nur Toraus^ dafs die Kegel des Kom- 
plexes nicht alle eine Flache cf)' zweiter Klasse stiitzen und insbesondere 
nicbt alle durch einen Punkt gehen^ und dafs seine ebenen Komplex- 
kurven nicht alle auf einer Flache F^ zweiter Ordnung ruhen und 
insbesondere nicht eine und dieselbe Ebene bertihren. Dann gelten 
fQr den quadratischen Komplex u. a. folgende Satze: 

Die Mittelpunkte der Komplexkegel^ die eine gegebene Flache <t>' 
zweiter Klasse sttltzen, d. L Poltetraedem Ton 4)* umgeschrieben sind, 
liegen auf einer Flache F^ zweiter Ordnung. Und umgekehrt: Die 
Komplexkegel; deren Mittelpunkte auf einer beliebigen F^ liegen, 
stfltzen eine <t>\ Von den auf JP* liegenden oo* singularen Punkten 
zerfallen die Komplexkegel in je zwei Ebenen, die konjugiert sind in 
bezug auf 0*. Wenn die Flache F^ einen Flachenbtlschel beschreibt, 
so beschreibt die entsprechende Flache <t>' eine Flachenschar; diese 
Schar aber ist zu dem Flachenbtlschel projektiv und enthalt deshalb 
i. a. zwei FKchen 4)', die auf ihren entsprechenden Flachen JP' ruhen, 
d. h. Poltetraedem der entsprechenden F^ eingeschrieben sind. 'Ober- 
haupt giebt es demnach oo^ Flachen JP^, die ihre entsprechenden 
Flachen cj)* stfltzen, und zwar bilden sie ein „1^'-Sy8tem'', die oo® ent- 
sprechenden <t>* aber ein „<!>'- Gewebe" zweiten Grades. Dieses quadra- 
tische 4>'-Gewebe achter Stufe enthalt alle oo^ zweifachen Punkte des 
Baumes und die (x>^ Punktepaare, die auf je einem Strahle des Kom- 
plexes liegen; das quadratische l^-System achter Stufe aber enthalt u. a. 
alle Kegel des Komplexes. 

Die oo® Flachen des quadratischen <t>*-Gewebes stehen zu dem 
quadratischen Komplexe in der invarianten Beziehung, dafs unter ihren 
Poltetraedem je oo^ Komplextetraeder vorkommen, also solche, deren 
Kanten aus Komplexstrahlen bestehen. Den (x>^ Flachen des quadra- 
tischen 2^^-Systemes aber konnen je (x>^ Komplextetraeder eingeschrieben 
werden. Das quadratische <t>*-Gewebe enthalt alle die oo' Flachen 
zweiter Klasse, die ein beliebiges der oo* Komplextetraeder zum Pol- 
tetraeder haben. 

Eine beliebige Flache JP* zweiter Ordnung ist beziiglich des 
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quadratischen F'-Systemes oo® anderen Flachen F^^ konjagierty d. h. 
sie ist Ton ilmen harmonisch getrennt durch je zwei Flachen des 
SystemeSy die mit ihr in einem F'-Bflschel liegen. Ebenso ist eine 
beliebige Flache <t>' zweiter Elasse (xfi anderen ^^^ die eine lineare 
Mannigfaltigkeit bilden, konjngiert bezflglich des quadratischen <t>*-Oe- 
webes. Sind nun F^ und 0' zwei homologe, durch den quadratischen 
Eomplex einander zugewiesene Flachen, so stUtzt F^ alle diese Flachen 
<t>i*y die der cf)' konjugiert sind bezflglich des quadratischen O'-Gewebes, 
und zugleich ruht 0* auf alien den oo® Flachen F^y die der F^ kon- 
jugiert sind beztlglich des quadratischen f -Systemes. Ich nenne F^ 
die Polare von <t>* bezilglich des O'-Gewebes, und <t>* die Polare von 
F^ bezUglich des quadratischen F'-Systemes. Yon zwei beztlglich des 
Systemes konjugierten Flachen F\ F^ stiltzt also jede die Polare der 
anderen; ihre Polaren <t>^, ^^ aber sind beztlglich des quadratischen 
O'-Gewebes konjugiert, und jede von ihnen ruht auf der Polare der 
anderen beztlglich des Gewebes. Sich selbst konjugiert sind nur die 
cx)® Flachen des quadratischen JP^-Systemes bezw. O'-Gewebes, und nur 
diese Flachen sind zu ihren entsprechenden apolar. Jede der beiden 
Flachenmannigfaltigkeiten bestimmt die andere und zugleich den qua- 
dratischen Strahlenkomplex. 

Um nun diese Eigenschaften des quadratischen Komplezes zu be- 
grunden, gehen wir aus von folgenden, a. a. 0. (Grelle 82, S. 193) 
bewiesenen Satzen: 

Durch den quadratischen Sirahlenkanifiex ist ein quadratisches 
4>^'Gewebe achter Stufe nebst dem zugehSrigen quadratischen 
F^'System achter Stufe bestimmt. Das ^^-OewAe enlhaU aBe 
zweifachen PunJcte des Bournes und aUe auf je einem Kamplex- 
straUe liegenden PunktepaarCj das F^-System aber enfhaU u, a. 
aUe Kegel des Komplexes. Jeder Kamplexkegd ist die Polare 
seines Mittelpuhktes besniglich des (i>^'Gew€bes.'^) 



*) Das qnadratiBche 0*-Gewebe hat die Gleichnng: 



(1) 2^'*. 



Im 



^il 



0, (», ft, ?, m - 1, 2, 3, 4), 

wenn der quadratische Strahlenkomplei und eine beliebige Fl&che 0' zweiter 
Elasse dargestellt werden durch: 



(2) 2'^'*''- 



und 









(8) 2'"'***** ~ **■ 

Hierin bezeichnen a^j^^^a^^^ und C,.* j^»« ^/m,i»"" — ^ib^^ini Konstante. 
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Wenn also eine Flache <!>' zweiter Elasse sich auf einen zwei- 
fachen Pnnkt rednziert^ so geht ihre Polare F^ bezUglich des qnadra- 
tischen 4>*-Gewebes tiber in den Eomplexkegel dieses Punktes. Mit 
anderen Worten: Der zwei&cbe Punkt ist alien auf seinem Eomplex- 
kegel rubenden Flachen O^' zweiter Elasse konjugiert bezfiglich des 
0^-Gewebes, und durch ihn gehen alle Polaren F^* dieser Flachen 01*. 
Die Polare F^ einer beliebigen 0* beziiglich des Gewebes enthalt 
demnach die Mittelpunkte aUer Eomplexkegel^ auf denen <t>* ruht; d. h. 
denen Poltetraeder von <t>' eingeschrieben werden konnen. Yon dieser 
F^ aber ist 0* die Polare bezdglich des qnadratiscben JP^-Systemes 
(Crelle 82, S. 184); und wenn 4>* eine FULchenschar beschreibt, so be- 
scbreibt F^ einen Flachenbtlschel, der zu der Schar projektiv ist 
(Crelle 82, S. 178). Die von uns aufgestellten Eigenschaften des 
qnadratiscben Eomplexes sind damit bewiesen bis auf seine invarianten 
Beziehungen zu den oo^ Flachen des i^^-Systemes und des <t>**Gewebes, 
auf die ich noch zurfickkommen werde. 

Lassen Sie mich zunachst die naheliegende Frage beantworten: 
Wie konstruiert man mit Hilfe des quadratischen Eomplexes zu einer 
beliebigen Flache <t>* zweiter Elasse die entsprechende Flache F^ 
zweiter Ordnung? 

Die Eegel des quadratischen Eomplexes, bezfiglich deren zwei 
beliebige Punkte P, Q konjugiert sind, sttitzen das Punktepaar P, Q, 
und ihre Mittelpunkte liegen demnach auf einer durch P und Q gehen- 
den Flache zweiter Ordnung F*, wie schon Battaglini gefimden hat. 
Diese Polare F^ des Punktepaares aber enthalt die biquadratischen 
Schnittlinien von je zwei Eomplexkegeln, deren Mittelpunkte auf der 
Geraden PQ liegen und durch P und Q harmonisch getrennt sind; 
denn die Eomplexkegel der Punkte dieser Schnittlinien trennen P 



Die Flftcbe 0* zerf&llt in zwei Punkte a;, y, wenn: 
(4) 2a^^ -= x.y^ + Xj^y. (t, * « 1, 2, «, 4) 

ist; durch die Substitution (4) aber geht (1) in (2) iiber, und das <t>'-Gewebe ent- 
h&lt denmach alle auf je einem Eomplexstrahle liegenden Punktepaare und ins- 
besondere alle zweifachen Punkte. BeztKglich des (Gewebes (1) sind zwei Flachen 
zweiter Elasse koigugiert, wenn ihre Eoordinaten a^.^ und d,.|. der Gleichung: 



^, 






genfigen. Beduzieren sich die beiden Fl&chen auf zweifache Punkte x, y^ so wird 
•a ==" ^i^k ^^^ hk ^ ViVk'^ ^® Gleichung (6) aber geht dann in (2) fiber, und 
die Polare des zweifachen Punktes x f8Ilt folglich mit dessen Eomplexkegel zu- 
sammen. Damit sind die obigen S&tze nochmals bewiesen. 
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Yon Q harmoiiisch. CTberhaupt schneiden sich solche Eomplexkegel, 
deren Mittelpunkte in einer geraden Involution einander zugeordnet 
sind^ paarweise in Linien^ deren Ort eine F^ ist, mogen nun die 
Doppelpunkte P, Q der Involution reell oder imaginar sein. Damit 
ist von der Polare F^ eines Punktepaares P, Q eine Eonstmktion 



Wenn das Punktepaar P^ Q auf einem Eomplexstrahle Uegt^ so 
geht seine Polare F* durch diesen Strahl, tragt also das Paar und ist 
in dem quadratischen JP'-System achter Stufe enthalten; denn in diesem 
Falle bestehen jene auf ihr liegenden biquadratischen Linien aus dem 
Strahle PQ und je einer kubischen Baumkurve. Dais das quadratische 
4>^-Gewebe achter Stufe jedes auf einem Eomplexstrahle liegende Punkte- 
paar enthalt; folgt hieraus wiederum. Ist PQ ein singularer Eomplex- 
strahle so ist F^ ein E^el des JP^-Systemes; denn alsdann beriihren 
die durch PQ gehenden Eomplexkegel sich und die zugehorige singu- 
lare Ebene langs PQ, jene biquadratischen Schnittlinien zerfallen in 
die zweifache Gerade PQ und je einen Eegelschnitt^ und ihr geome- 
trischer Ort F^ beriihrt die singulare Ebene langs PQ, Das quadra- 
tische i^'-System enthalt demnach einen Biindel von oo^ Eegeln, die 
sich langs PQ beriihren, und unter ihnen oo^ Ebenenpaare, die aus 
der singularen und je einer Ebene einer gewissen Geraden bestehen. 

1st <t>^ eine belieb^e Eurve zweiter Elasse, so liegen auf ihrer 
Polare F^ die Mittelpunkte aller Eomplexkegel, denen Poldreiecke der 
Eurve eingeschrieben werden konnen. Insbesondere liegen also auf F* 
die acht Schnittpunkte von je drei Eomplexkegeln, deren Mittelpunkte 
ein Poldreieck von <t>' bilden. Wenn die drei nach <t>^ konjugierten 
Mittelpunkte oder wenn zwei von ihnen ihre Lage andem, so be- 
schreiben die Schnittpunkte der drei Eomplexkegel die Flache F^ bezw. 
eine biquadratische Raumkurve auf F\ Eine Eonstmktion dieser 
Polare F* ist damit gegeben.*) 

Die Flache F^ enthalt die Schnittpunkte von je zwei Eomplex- 
strahlen, die beziiglich der Eurve <t>^ konjugiert sind. Sie ist somit 
einem Poldreieck von <t>' umgeschrieben, wenn dessen drei Seiten aus 
Eomplexstrahlen bestehen. In diesem Falle also stiitzt F^ die Eurve 
4>' und ist in dem quadratischen JP^-System achter Stufe enthalten; 
0^ aber wird eine singulare Flache des quadratischen O^-Gewebes. Zu- 
gleich statzt der Eegelschnitt <t>^ die Eomplexkurve seiner Ebene, weil 



*) Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Eomplexkegel liegen, beil&nfig be- 
merkt, auf einer Fl&che zweiter Ordnung, n&mlich auf der Polare des unendlich 
femen imagin&ren Eugelkreises. 
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dieser Eunre eines seiner Poldreiecke umgescliriebeii ist^ und well ihm 
daher Poldreiecke der Eomplezkiirye eingesclirieben werden konnen.*) 
Daa quadratische <t>'-Oewebe achter Stufe enthalt also jeden K^el- 
schnitty der irgend eine Eomplezkunre stUtzt, d. L einem Poldreieck 
der EompIezkiuTe umgeschrieben ist; und jede nicht zerfallende Eurve 
des Gewebes stdtzt die in ihrer Ebene liegende Eomplexkurve. Damit 
sind die cx)^ singnlaren Flachen des quadratischen <i>'-Gewebes bestimmt^ 
in jeder Ebene oo^ 

1st 0* eine Eomplexkurye, so liegt sie auf ibrer Polare F\ weil 
die Eomplexkegel ibrer Punkte durch je eine ibrer Tangenten geben 
und die Eurve stUtzen. Von den <x>' Eomplexkurven sind nur die oo* 
zerfallenden in dem quadratischen <i>'-Gewebe enthalten; ibre Polaren 
sind Eegel des quadratiscben ^'-Systemes. 

Die Polare einer beliebigen Flacbe 0' zweiter Elasse gebt durcb 
jeden Scbnittpunkt von vier Eomplexkegeln, deren Mittelpunkte A, By 
Cj D ein Poltetraeder von O* bilden; denn der Eomplexkegel eines 
solcben Scbnittpunktes ist dem Poltetraeder umgescbrieben^ stUtzt also 
die Flacbe 0'. Allerdings baben vier Eomplexkegel i. a. keinen Punkt 
gemein; aber wir konnen das Poltetraeder ABCD von 4>^ so ver- 
andem, dais ibm ein Eomplexkegel umgescbrieben werden kann. Wir 
lassen die nacb 0^ konjugierten Eckpunkte Aj B auf einer Geraden g^j 
die Eckpunkte B^ D aber auf deren Polare g^ je eine Involution kon- 
jugierter Punkte bescbreiben. Dann bescbreibt die Scbnittlinie der 
Eomplexkegel von A und B (resp. yon C und D), wie vorhin be- 
wiesen wurde, eine Flacbe F^^ (resp. F^^) zweiter Ordnung^ namlicb 
die Polare des Punktepaares^ welcbes die Gerade g^ (resp. g^) mit 0^ 
gemein bat. Die Scbnittpunkte Ton F^^ und F^^ aber sind die Mittel- 
punkte von EomplexkegelU; denen je ein Poltetraeder ABCD von 0^ 
mit den Gegenkanten g^, g^ eingescbrieben ist. Folglich scbneiden sicb 
die Polaren der Punktepaare, welcbe irgend zwei nacb 0^ polare Gerade 
mit der Flacbe 0' gemein baben, auf der Polare F^ von 0*. Eine 
Eonstruktion der Polare einer beliebigen Flacbe zweiter Elasse ist 
damit gegeben. 

Ist A der Pol einer Ebene a in bezug auf 0^, so scbneiden sicb 
der Eomplexkegel von A und die Polare des in a liegenden Eegel- 
scbnittes von 0^ in einer biquadratiscben Baumkurve, die gleicbfalls 
auf der Polare von 0' liegt. Der Beweis ist dem eben gefUbrten analog. 

Wenn eine Flacbe 0' zweiter Elasse irgend ein Eomplextetraeder 
zum Poltetraeder bat, so ist sie in dem quadratiscben 0'-Gewebey und 



*) Ygl. Beye, Geometrie der Lage, 8. Aofl. I, S. 228; 4. Aufl. I, Anhang. 
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ihre Polare F^ ist in dem qoadratischen f -System achter Stafe ent- 
halteu; denn ihre Polare ist dem Poltetraeder umgeschrieben, weil die 
Eomplezkegel der vier Eckpunkte es sind, and sie stfttzt demnach die 
Flache 0*. Das qnadratische 0'-Gewebe entl^t also die lineare Mannig- 
faltigkeit der oo' Flachen zweiter Elasse, die ein beliebiges Eomplez- 
tetraeder znm Polt«etraeder haben^ daronter dessen rier Eckpnnkte. 
Das quadratisohe JF^'-System aber enthalt die oo^ dem Eomplextetraeder 
nmgeschriebenen Polaren dieser 4>'; und diese Polaren bilden ein ^'-Oe- 
bflsch, welches die Eomplezkegel der vier Eokpnnkte enth&lt und durch 
sie linear bestimmt ist. 

Nnn giebt es ja cx>* Eompleztetraeder, und diese sind Poltetraeder 
von je cx>^ Flachen zweiter Elasse, die alle in dem qnadratischen 
0'-Oewebe enthalten sind. Weil aber das Gewebe nicht ans oo'^ son- 
dem nor aus cx>^ Flachen besteht, so erhalten wir jede seiner Flachen 
cx>^-mal mittelst der Eompleztetraeder. Die Flachen des qnadratischen 
0'-Oewebes haben demnach je cx>^ Eompleztetraeder zu Poltetraedem, 
and die Flachen des qnadratischen F'-Systemes sind je oo^ Eomplez- 
tetraedem nmgeschrieben. Damit sind auch die invarianten Beziehangen 
des quadratischenEomplezes zu diesencx)^ Flachen zweiten Grades bewiesen. 

DmeU; meine Herren, wird ohne weiteres einleuchten, dab der 
quadratische Eomplez aulSser den nunmehr bewiesenen auch die reci- 
proken Eigenschaften besitzt. Es gelten also ftlr ihn auch die folgen- 
den Satze: 

Die Ebenen solcher Eomplezkurven, die auf einer beliebig ge- 
gebenen Flache F^ zweiter Ordnung ruhen, umhiUlen eine Flache 4>' 
zweiter Elasse. Und umgekehrt: Die Eomplezkurven, deren Ebenen 
eine beliebige Flache 0' zweiter Elasse beriihren, ruhen auf einer 
Flache F^ zweiter Ordnung. Wenn die Flache 0* eine Flachenschar 
beschreibt, so beschreibt die entsprechende Flache F^ einen Flachen- 
btlschel, und umgekehrt; dieser JF^'-Bttschel aber ist zu der Flachen- 
schar projektiv und enthalt i. a. zwei Flachen F\ die ihre entsprechen- 
den Flachen 0' stfltzen, d. h. Poltetraedem der entsprechenden 0^ 
nmgeschrieben sind. 'Oberhaupt giebt es oo^ Flachen F^j die ihre ent- 
sprechenden Flachen 0' stiLtzen, und zwar bilden sie ein System 
zweiten Grades. Dieses quadratische jP'-System achter Stufe aber ent- 
halt alle cx>' zweifiEM^hen Ebenen des Baumes und die oo^ Ebenenpaare, 
aus d^^n Doppellinien der quadratische Eomplez besteht. Den Flachen 
des jP^-Systemes entsprechen die Flachen 0' eines qnadratischen 0'-Ge- 
webes achter Stufe und dieses Gewebe enthalt jede Flache zweiter 
IQasse, die auf ihrer ent43prechenden F^ ruht^ insbesondere jede ebene 
Eomplezkurve. 
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Von den vorhin besprochenen Flachenmannigfaltigkeiten zweiten 
Grades sind diese beiden yerschieden; doch bestimmen sie einander 
und den quadratischen Komplex in analoger Weise wie jene, und ihre 
oo® Flachen sind wiederum mit dem Komplexe kovariant. Die cx)* Flachen 
des quadratischen cp^-Gewebes sind namlich je oo* Komplextetraedern 
eingeschrieben, und die Flachen des quadratischen J'*-Systemes haben 
je oo* Komplextetraeder zu Poltetraedem. Die nicht singularen Flachen 
dieses J'^-Systemes sind mit denen des vorhin besprochenen quadra- 
tischen cl)*-Gewebes identisch; auTser ihnen enthalt das System noch 
oo*' Kegel zweiter Ordnung, oo^ Ebenenpaare und oo* zweifache Ebenen, 
das Gewebe dagegen oo' Kurven zweiter Klasse, oo* Pimktepaare und 
oo' zweifache Punkte. 

Von den beiden jetzt einander entsprechenden Flachen F^, (p^ ist 
4)^ die Polare von F^ beziiglich des quadratischen F^-Systemes, und 
F^ die Polare von 0* beziiglich des zugehorigen quadratischen cp^-Ge- 
webes in demselben Sinne wie vorhin. Von zwei beziiglich des Ge- 
webes konjugierten Flachen (p*, (p^^ ruht also jede auf der Polare der 
anderen, und ihre Polaren F\ F^ sind konjugiert beziiglich des F^-Sys- 
temes. Sich selbst konjugiert sind wieder nur die oo^ Flachen des 
JF*-Systemes imd des 0^-Gewebes. 

Das ist es, meine Herren, was ich Ihnen mitteilen wollte.*) Haben 
Sie Dank fiir Ihre mir gewahrte Aufmerksamkeit. 



*) Ygl. meinen nach dem Eongrefs erschienenen Aufsatz in den Math. 
Annalen, Bd. 49, S. 585. 
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Sul gruppo semplice di 360 coUineazioni plane. 

Di 
F. Oerbaldi a Palermo. 



I Nidtemi di sei coniche due a due armonicamente iscritte e circo- 
Ncritt<9 (che io chiamo sestuple di coniche in involuzione) hanno 
notiivole importanza; come recentemente ha mostrato il Sig. Wiman*); 
nnllo Ntudio del gruppo semplice; G^wi^j di 360 coUineazioni piane. 
HiMtintii coHifatti di coniche fiirono considerati da me per la prima 
volia in una Nota pubblicata nel Vol. XYII degli Atti dell' Accademia 
ili Torino. Ivi ho dimostrato yarie proprieta della configurazione, cui 
iliuino lti<>((o i 45 yertici ed i 45 lati dei triangoli autopolari rispetto 
hIIh 15 (U)ppie di coniche, che si possono formare con una sestupla in 
Invohr/ionn; cohI ad es. ho dimostrato allora, che quei 45 lati con- 
iMM't'ono (|tiutlr() a quattro nei 45 yertici, concorrono inoltre tre a tre 
ttdl (10 piinti oomuni alle coppie di coniche, ed ancora tre a tre in 
»iltrl OO |Hinli. Ora^ come si deduce dal citato layoro del Sig. Wiman, 
I ilniU 45 vtirlioi e 45 lati sono i centri e gli assi delle omologie 
uriiioiilohM ohti Nlunno in G^^\ ed i due sistemi di 60 punti, in cui 
(Miuoornnio Iro a tro i 45 lati, sono i punti uniti dei due sistemi di 
oollintMiKioiii di \\^ oi^dine contenuti in (r^. Per guisa che la con- 
ilKurti'/iono, che si presenta nel gruppo (r,^, e precisamente quella di 
cui io mi sono occu{>ato nel 1882, sette anni prima che il gruppo 
hIosho venisse scoporto dal Sig. Valentiner.**) 

Occupandomi ora della tcoria algebrica di questo gruppo in con- 
nessione coll' equazione generale di 6^ grado, secondo il metodo del 
Prof. Klein, sono giunto ad alcuni risultati, che riassumo nelle linee 
scguenti. 



*) Ueber eine einfache Gnippe von 360 ebenen Collineationen; Mat he- 
matische Annalen, Bd. 47, 1896. 

*^ De endelige Transformations -Gruppera Theori; Kj6b. Skrift; (6) V, 1889. 
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Per il grappo semplice G^^ di collineazioni plane esistono (come 
. ha trovato il Sig. Wiman) due sestuple di coniche in inyoluzione, 
tali che le collineazioni del gruppo producono in ogni sestupla le 
permutazioni del grappo altemante. 

Assnmendo un sistema di coordinate proiettive qualunqnC; siano 

/i = e /i' = (*=1, 2, ...6) 

le equazioni delle coniche dell' una e dell' altra di quelle sestuple. 
I loro primi membri possono essere normalizzati in maniera che^ posto 






i discriminanti delle forme fu risultino tutti uguali a — c*, quelli 
delle forme fu tutti uguali a — c *, e inoltre si hanno le relazioni: 



(1) 



2(c-i)/-5'=/;+/6 + *(/•.+/;) + «'(/;+/;), 



Ci5 premesso, pongasi 

2:/i» = 6 (c + 1) ^, 81 deduce Uft^ = 6 (c' + 1) A. 
Pongasi ancora 

e si denotino con 

e — 



(c + l)» " (c'+l)» 

le somme dei prodotti cinque a cinque delle /i* e deUe fk\ 
Si hanno le identita 

(2) * + *' = A^, 

Come inyarianti fondamentali dei gradi 6, 12, 30 per il gruppo 
^860 ^^ possono assumere A, 9y V, 

Ogni gruppo di 360 punti, trasformato in s^ da G^^q e non 
situato suUa curva A = 0, h Y intersezione d' una curva del fascio 
* — AJ.* = con una curva del fascio V — ftJ.^ = 0. Si tratta, 

16* 
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p#fr riKolvere il problema delle forme, di trovare quei 360 punti^ dati 
«hi^ ninno X e (i. 

A questo scopo, se si prendono come incognite le sei quantita x,-, 
H U uei x!f definite da 

f, n\ mmtraiscono le due equazioni di cui esse sono le radici, si trora 
i'M» la prima h 

x* -(Uir»+J [63<l> + 3(c' + 22)4>']a;* 

— \A\b29+ y (39c' + 314) «'] a;» 

+ 5^ [63 «» + 3 (7c' + 58) 4»4»' + 1 (67c'+290) 4>'»]a:» 

H la Hoconda si deduce da questa scambiando c con c\ O con 0', 
V con V. Se ora, supposto jl =j= 0, in queste equazioni si pone 

X = Affy X = ^y', 

M HI tengono presenti le identita (2)^ i coefficienti si esprimono diretta- 
mento nei parametri A e fi, e si hanno cosi due risolventi di 6° grade 
por il problema delle forme. 

Dalle relazioni (1) si ricaya che, scegliendo opportunamente le 
determinazioni delle radici cubiche, si ha 

Sono notevoli alcuni casi particolari. Nel £ascio di curve di 
12® grado — XA? = 0, oltre alia curva J. = doppia, si hanno 
quattro curve dotate di punti doppi. Due di esse * = 0, *' = 
Bono degenerate nelle due sestuple di coniche ed hanno per punti 
doppi i due gruppi di 60 punti uniti per le collineazioni di 3® online; 
una terza ha per equazione 

£=0_2c^« = O 

ed ha per punti doppi i 45 oentri delle omologie armoniche; una 
quarta ha per equazione 

C=0 + |(26c — 9)^» = 

ed ha per punti doppi il gruppo di 36 punti uniti per le coUineazioni 
di 5^ ordine. (L'altro gruppo di 72 punti uniti per le collineazioni 
di 5® ordine, ed il gruppo di 90 punti uniti per le coUineaiioni di 
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4^ ordine stanno sulla curya doppia A =^ 0,) In dorrispondenza a 
queste particolari curre del fascio si hanno le seguenti risolventi 
special!. 

Per 1IQ gruppo di 360 punti situato solle coniche O' =^0, una 
risolyente si pu6 scrivere 

e^ posto 

fc X ,6 1728 « 

6 = 5y, ^ + ^ = _Z, 

diventa 

(6« — log + 5)» + 1728Z6 = 0, 

che e la pitl semplice risolvente di 6® grado dell' equazione icosaedrica*) — 
L'altra risolyente ha una radice nulla, e si riduce ad un' equazione di 
5° grado, che si puo scriyere 

[y'-i(c + 6)J[y'+;-(c-4)]y'+^'=0; 

questa, ponendo 

y' = _|cr + |(2c+3) 

e osseryando che ora si ha 

(>: — c»(f*+|), 

diyenta 

(r — 3y(r^—nr + 6i) + n28Z = 0, 

che h la risolyente delle r dell' equazione icosaedrica.**) — Tra i 
yalori che competono all' espressione 

yi e sempre il yalor zero, e yi sono inoltre i yalori 



2{l-c)y^;;+8P ik = l,2,...5). 

Per un gruppo di 360 punti situato sulla curya B = 0, si ha la 
risolyente 

[y-i(c'+l)]*[y-i(13-2c')J + [^ + ii(18c'-7)]y = 0; 
e questa, se si pone 

♦) F. Klein, Vorlesungen uber das Ikosaeder, S. 102. 
••) P. Klein, ibid., S. 110. 
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coincide coll' ^quazione di 6^ grado^ che h stata incontrata dal 
Sig. Fricke nello studio che egli ha fatio dal punto di vista trascen- 
dente dello stesso gruppo.*) 

Per UQ gruppo di 360 punti situato sulla curva 0=0, una 
risolvente si pu6 scrivere 

che, posto 

y — 6^ ^> 

e della fonna 

(r-l)»[T + (c + l)»] = ZT. 

Finalmente per il caso, sopra escluso^ in cui si considera un 
gruppo di 360 punti sulla curva A = Oy la (3) si puo scrivere 

a determinare un siffatto gruppo di punti basta tagliare la curva J. = 
con una curva del fascio 5*"* — qO^ = 0] allora, posto 

x = Y^Zj 
si ha la risolvente 

*) Ueber eine einfache Gnippe von 860 Operationen. Nachrichten v. d. 
k. GeBellsch. zu Gdttingen, 1896. 



Les postulats pour la G^om6trie d'Euclide et de Lobatschewsky. 

Par 
C. BuRALi-FoRTi a Turin. 



Le d^veloppement rapide et rimportance que les etudes sur les 
fondements des math^matiques ont acquis^ viennent d^agiter^ aujourd'hui, 
la question, pas encore r^solue, des postulats pour la Oeometrie d'Euclide. 
Mais dans la plupart des traites de g^ometrie, m^me parmi les plus 
recents, les systemes des postulats sont bien compliques; Tanalyse des 
id^es geometriques n'est point accomplie; Tidee abstraite de grandeur 
geometrique y parait comme un element primitif, tandis qu'elle pent 
etre determinee par le moyen des id^es concretes de position et de 
mouvement. De plus, dans certains periodiques de math^matique, on 
arrive jusqu'a proposer d'introduire, pour Fequivalence, des relations 
de grandeur entre les infiniments grands et les infiniments petits, ou, 
du moinS; d'introduire le concept de figure finie et infinie. De telle 
sorte, si d'un cote Ton perd la simplicite de la Qfometrie d^Euclide, 
de I'autre on introduit des concepts etrangers a la geom^trie, et la 
question des postulats s'eloigne toujours plus de sa solution complete 
Cela pose, je crois utile montrer, en abr^ge, comment avec de legeres 
modifications a des r^ultats scientifiques deja connus, et desquels les 
auteurs des traites de g^om^trie ne font point usage, on obtient un 
syst^me complet de postulats pour la Geometric d'Euclide, et sous une 
forme teUement simple et intuitive, qu'il suffit d'un travail de deve- 
loppement bien facile, pour obtenir des traites de g^metrie qui 
r^pondent aux exigences actuelles scientifiques et didactiques dans les 
di£r^rents degres de Fenseignement. 

Classification. — Au moyen des idees exprim&s par le mot point, 
et par la relation le point x est situe entre le point a et le 
point bf on deduit la signification des mots figure, segment. 
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droite^ plan^...*) et les proprietes de ces elements forment la 
Geometrie de position. En ajoutant aux idees que nous venous de 
considerer celle du mouvement^ on obtient un nouvel ensemble de 
propositions qui donne la Geometrie du mouvement. Enfin, en intro- 
duisant Tidee abstraite de grandeur g^ometrique (longueur, aire, 
volume, . . .), on obtient la G^om^trie metrique. L'idfe de mouvement 
des elements, point, droite,...ne pent point pr^ceder la connaissance 
de certaines proprietes fondamentales de ces elements, et par suite, la 
Geometrie du mouvement doit reconnaitre son fondement sur la Geo- 
metrie de position, tandis qu'elle doit admettre des proprietes primitives 
par Tidee de mouvement, pas encore continues dans la Geometric de 
position. La Geometric metrique, au contraire, reste compl^tement 
determinee par la Geometrie de position et de mouvement. En effet, 
en disant par ex. que la « longueur du segment a» est un element 
geom^trique abstrait commun a tous les segments qui sont super- 
posables au segment a, nous considerons des fonctions des figures 
geom^triques (segments, polygones, polyfedres, . . .) qui sont bien deter- 
minees par les idees de position et de mouvement. 

Geometric de position. — Quant a laG^omfeie de position — les 
paralleles except^es — a Tetat present de la science il n'y a plus rien 
a faire, des transformations logiques exceptees. Le systeme de postulats 
de M. Pasch, ou celui de M. Peano, donnent toute la Geometrie de posi- 
tion, y compris le theoreme de Desargues sur les triangles homo- 
logiques, et ces postulats expriment les proprietes les plus simples 
que le topographe verifie au moyen des jalons ou que le ma9on v^rifie 
au moyen du fil a plomb. Pour obtenir la theorie des paralleles, il 
faut joindre aux postulats precedents celui de la continuite, due a 
M. Dedekind et qu'on pent exprimer en disant que «Un ensemble 
convexe de points, contenu sur un segment^ est lui-meme un segmenti. 
Cela fait, on obtient la Geometrie d'Euclide et celle de Lobal^vhewsky, 
mais non la Geometric de Riemann, car, par ex. si le point a est 
situe entre le point b et le point c, b n'est pas situ^ entre a et c. 

La definition de demi-droites paralleles donnee**), on demontre que 
deux demi-droites paralleles sont complanaires; qu'un point exteme a 
la demi-droite a est Torigine d'une seule demi-droite parallele a a; 
que la relation exprimee par le mot parallele est reflexive, symetrique 
et transitive ... II en resulte aussi que: par un point ext^rieur k une 

•) Pasch, Vorlesungen tlber neuere Geometrie. — Peano, Principi di 
Geometria logicamente esposti. 1889. — Sui fondamenti della Greometna (RiviBta 
di matematica. 1894). 

••) Peano, Principi di Geometria logicamente esposti. 1889. 
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droite on peut mener une ou deux droites paralleles a la droite mSme^ 
et qu'un de ces deux cas doit toujours se verifier. Pour obtenir la 
Geometrie d'Euclide il faut poser le postulat suiyant: ^quelle que soit 
la droite a, il existe un point b exterieur a la droite a par lequel 
passe une seule parall^le a la droite a»; car on d^duit aisement qu'une 
seule parallele a la droite a passe aussi par un point quelconque. 
Analoguement pour la Geometrie de Lobatschewskj; pour laquelle il 
faut encore admettre que: «par une droite parallele a un plan a passe 
un seul plan parallele au plan a», et que «il existe une droite parallele 
a deux demi-droites, non contenues sur la meme droite et qui ont 
commune leur origine»; car si le mot point signifie « point interne a 
un polyedre convexO; les postulats de la Geometric de position sont 
verifies , mais les deux propositions que nous yenons de citer ne sont 
paS; en gfoeral, verifife. — 

Geometric du mouvement. — Dans Taxiome VIII" du P' livre, 
Euclide introduit explicitement Fid^ du mouyement en disant «Les 
grandeurs qu'on peut faire coincider Tune sur Tautre sont egales»*, 
mais on peut retenir cette id^e sous-entendue aussi dans les premiers 
axiomes qui sont relatifs a Tegalit^ des grandeurs. Toutefois Tid^e 
de mouyement n'est point precis^e par des postulats et elle est t.ou]ours 
exprimee au moyen de la superposabilite de deux figures. M. Pasch 
donne un systeme de postulats qui etablit la signification de la relation 
«la figure a est superposable a la figure &>; et la m^thode d'Euclide 
yient d'acqu^rir une forme scientifique rigoureuse et, en meme temps, 
propre a Tenseignement secondaire. M. Peano, «Sui fondamenti della 
Geometria» reduit Tid^e de mouyement a celle de correspondance entre 
points et points. Le systeme de postulats qu'il propose conduit a 
d^montrer que le segment et Tangle sont reyersibles, que le postulat 
d'Archim^de est y^nfie par les segments et donne encore toute la 
theorie des perpendiculaires. — Mais il ne donne pas la propriete 
qu'on exprime habituellement, sous forme non pr^cis^, en disant 
que «le mouyement des figures geom^triques a lieu sans deformations. 
Cette proposition qui exprime, en substance, que: «si un mouyement 
transforme deux points distincts d'une droite, ou trois points non 
collineaires d'un plan, ou quatre points non complanaires, en eux- 
memes, transforme aussi, en eux-memes, chaque point de la droite, 
ou du plan, ou de I'espaces est une consequence immediate du systeme 
de postulats que je propose pour le mouyement, et que j'ai obtenu ayec 
la suiyante transformation des postulats 6 et 7 du systeme, de M. Peano, 
precedemment cit^. — (6) Si le point a ne coincide pas ayec les points b 
et c, alors il existe, au moins, un mouyement qui transforme la demi- 
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droite ab sur la demi-droite ao; et les correspondants en deux de ces 
mouyements d'un meme point de la demi-droite ab coincident. (7) Si 
leB points a, b^ c et les points a, b, d ne sont pas collin^aires^ alors 
il existC; au moins, un mouyement qui transforme le demi-plan a, b, c, 
BUT le demi-plan a, by d] et les correspondants en denx de ces mouye- 
ments d'un meme point du demi-plan a, b, Cj comcident (8) Si 
ay by c sont des points non collin&ures et si un mouyement tiunsforme 
a en a, & en i et c en Cy alors le correspondent d'un point p non 
complanaire ayec ay by Cy ne pent pas Stre en partie oppos^e de p par 
rapport au plan abc. — Si nous faisons usage des postulats (1) — (7), 
on a qu'un tetraedre pent etre superposable a son symetrique: cela n'ad- 
yient point en admettant aussi le postulat (8). On complete le syst^me 
(1) — (7) en admettant que: 4cexistent deux mouyements qui transforment 
en eux-memes trois points non collin^aires». Les postulats (7)^ (8) 
peuyent Stre remplaces par le seul postulat (7) de M. Peano. 

Geometric m^trique. — Si aux termes longueur, aire, yolume 
nous donnons la signification que nous ayons d^ja expliquee, on yoit 
ais^ment que la g^om^trie metrique se r^uit i, un petit ensemble de 
propositions fondamentales par lesquelles on pent deduire que chaque 
classe de grandeur g^ometrique pent etre mise en correspondance 
uniyoque et reciproque ayec les nombres r^ls et positifs. Ce qui 
reyient a traduire le V*°*® liyre d'Euclide en substituant aux mots 
Sgid-fiog et kdyog les expressions, qui nous sont habituelles aujourd'hui, 
nombre entier, nombre r^el. — 

Je demontre, dans ma Th^orie des Grandeurs,*) qu'on pent reduire 
a 8 propositions celles qui doiyent etre yerifi^es par une classe de 
grandeurs, afin de pouyoir affirmer que la classe que nous considerons 
pent §tre mise en correspondance uniyoque et reciproque ayec les 
nombres reels. Pour les longueurs on demontre ais^ment ces proprietes; 
et celle qui exprime qu'une grandeur n'est pas la somme d'elle-meme 
ayec une grandeur, est une consequence immediate de la rigidite du 
segment dans le mouyement. Qu'une aire (ou un yolume) ne pent 
jamais @tre la somme d'elle-meme ayec une aire (ou un yolume) est 
admis comme postulat dans les traites ordinaires. M. L. Gerard (a Lyon) 
a recemment demontr^**) ces deux propositions en les reduisant a la 
proposition correspondante pour les longueurs, et par consequent la 
question meme de r^quiyalence reste compl^tement r^solue. 

*) Fonnulaire de Math^matiqaes 1. 1. IV. 

**) Bulletin de Math^m. sp^ciales 1. 1. — Bulletin de Math^m. ^l^mentaireB 
t. I et t. U. — Bulletin de la Soddtd mathdmatique de France t. XXTTT. 



Statique non-euclidienne. 

Par 
J. Andrade a Bennes. 



I. En se fondant sur le theoreme d'Euler relatif aux rotations 
finies, on voit aisement que les vecteurs representatifs des vitesses de 
rotations possibles sont composables lorsqu'ils sont concourants; et 
qu'ils sont r^ductibles a une infinite de systemes equivalents dans le 
cas general. 

Le mot composable signifie seulement qu'il existe pour les 
recteurs concourants une operation de composition (designons-la pour 
abreger par -f) q^i jouit des proprietes suivantes: 

a) Fop^ration est commutative ou A-]-B = B-\-Ay 

b) Foperation est associative ou A -\- (B + C) = A -\- B -\- C^ 

c) Foperation est invariante a Fegard des reperes de positions^ 

d) Foperation est continue, 

e) Foperation se confond, pour deux vecteurs port^s par une meme 
droite, avec Taddition algebrique des segments. 

On pent se proposer de rechercher la composition des vecteurs 
concourants. On trouve alors, en faisant usage de Fequation de 
Poisson 

9>(^ + y) + 9(^ — y) = 29(^) 9(y) 

avec les conditions aux limites 

q)(P) = 1 9\y) = 0, ce qui donne q)(x) == cos a;, 

que la composition des forces*) concourantes et que la trigonometric 
spherique sont independantes du postulatum d'Euclide. 

Par exemple soient A et B deux vecteurs et C le vecteur resul- 
tant; soient a, hy c leurs intensites respectives on aura: 

o b c 

sm{B^C) 8iii(C^) 8m{A^) 



*) Vecteur ou force d^signent ici la mSme chose. 
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L'equiyalence de deux systemes de yecteurs: 8 et T signifie que 
Ton peut passer du systeme S au systeme T par Tadjoiiction ou la 
suppression de deux forces egales et contraires ayant meme ligne 
d'action^ et par des compositions ou des decompositions de vecteurs 
issus d'un meme point. 

La notion de T^quivalence va nous conduire a la composition des 
yecteurs d'un plan perpendiculaires a une meme droite et agissant d^un 
meme cote de cette droite. 

Et d'abord considerons le cas de deux forces Egales P agissant 
aux extremites d'une perpendiculaire commime de longueur 2p, la resul- 
tante de ces forces passera par le milieu ^ sera perpendiculaire a la 
perpendiculaire commune et pourra etre representee en intensite par 

La fonction ^ satisfait encore a Tequation fonctionnelle de Poisson 

H^ + y) + M>(x — y) = 2i>{x)H>{y) 

avec la condition ^(0) = 1. 

Soit alors x^ une yaleur particuliere de x^ nous distinguerons trois 
cas, suiyant que Ton aura: 

^W > 1 
ou V'(^o) = 1 

ou ilf{x^ < 1; 

on trouyera alors dans ces trois cas respectifs: 



i>{x) = 1 


= «^f 


(i = constante) 


il>{x) = sin -| 







ou 
ou 

La composition de deux forces P et ^ quelconques perpendiculaires 
a une meme droite et agissant d'un meme cot^ de celle-ci en une r^sul- 
tante B de m^me nature s'en deduit ais^ment; le point d'application 
de la resultante sur le segment qui reimit les pieds des composantes 
partage ce segment en deux parties x et y, telles qu'en faisant: 



. ^ )dx 



Ton aura: 



a 

c(o) = /V(aj)< 



P _ Q 



x(y) z(«) z(a; + y) 
La notion d'^qoivalence montre encore que si dans un triangle 
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rectangle otl a et o sont deux angles autres que Tangle droit^ le cote x 
oppose a Tangle o sera lie a ces deux angles par la relation: 

cos (D = sin aif{x). 
Cette relation montre en particuiier que dans Tespace de Lobatschewsky 
on aura: 

n{x) designant Tangle de parallelisme a distance X] on a done en ce 
cas: il;(x) > 1, on trouve alors: 

X X 

k designant un metre constant. 

L'hypothcse tlf(x) <,1 donnerait la g^om^trie de Riemann. 

L'hypothese ^(o?) = 1 donne Tespace euclidien. 

11. J'ai montr^ que la reduction de Poinsot ^tait encore applicable 
en ses traits essentiels et j'en ai d^duit le th^oreme suivant: 

La condition n^cessaire et suffisante de Tequilibre d'un 
corps rigide soumis a des forces donn^es est que la somme 
des travaux virtuels de ces forces lors d'un deplacement in- 
finiment petit quelconque du corps rigide soit ^gale a z^ro. 

Dans cet ^nonce le travail virtuel d'une force F relatif a un deplace- 
ment infiniment petit ds de son point d'application est le produit 

F8s cos {F^ds), 

Du theoreme precedent j'ai deduit le coroUaire suivant qui est la 
generalisation non-euclidienne d'un theoreme bien connu: 

Une pression normale (constante par unite de surface) 
uniformement repartie sur les elements d'une surface fermee 
rigide constitue un ensemble de forces qui se font equilibre. 

Ge corollairC; bien entendu, a son analogue dans une etendue a 
deux dimensions; j'ai montre que ce theoreme pent etre regarde comme 
la source de toutes les proprietes metriques dans toutes les geometries. 

in. Les proprietes mecaniques des fits ne sont plus les memes 
dans les trois geometries ; comme je le montre dans mes Lefons de 
Mecanique physique.*) 

IV. En resume, la notion du groupe d'equivalence foumit 
d'une mani^re intuitive les proprietes metriques dans les trois geometries. 

•) Paris 1898. 



Ober Gruppen, insbesondere kontinuierliche Gruppen von 
Cremona-Transformationen der Ebene und des Baumes. 



Von 
G. Fano in Bom. 



Nach einer kurzen historischen t]l)ersiclit uber die Entwickelong 
der Theorie der biratioiialen oder sogen. Cremona- Transfoinxationen 
der Ebene und des Baumes wurden einerseits Herm Autonne's Be- 
sultate Uber endliche Oruppen quadratischer imd kubischer Transfor- 
mationen*), andererseits diejenigen der Herren S. Kantor**) und Wi- 
man*^*^) Uber die Beduktion der endlichen Gruppen birationaler Ebenen- 
transformationen auf bestimmte Typen YoigefUhrt. 

Beim 'Qbei^ang zu den kontinuierlichen Gruppen wurde zunachst 
auf Herm No ether's Mitteilung an die Deutsche Mathematiker-Ver- 
einigung im Jahre 1896f) Bezug genommen; weiter noch^ betreffend 
die Beduktion der kontinuierlichen Gruppen von birationalen Ebenen- 
transformationen auf bestimmte Typen, auf Herm Enriques' Besul- 
tateff) hingewiesen. — Es folgten einige Bemerkungen ailgemeiner 
Natur uber den Zusammenhang der Gruppen von Cremona-Transfor- 
mationen mit gewissen projektiven Ghiippen; insbesondere wurde der 
Satz erlautert: Jede kontinuierliche Gruppe von Cremona- 
Transformationen eines beliebigen Baumes Rt ist einer 
Gruppe von projektiven Umformungen einer rationalen, 
irgend einem Baume Rn angehorigen Mi (n'^k) aquivalent, 
und gezeigt^ wie die Frage nach alien moglichen Typen von kon- 

•) Joum. de Math^m., IV, vol. 1, 2, 4. 

**) PreisBchnft: „ Premiers fondements ..." (Naples, 189X); Acta Mathem., 
Bd. 19; „Theorie der endlichen Gruppen . . ." (Berlin, 1896). 
*^) Mathem. Ann., Bd. 48. 
t) Vgl. den Jahresbericht 1896, Heft 1, 8. 68. 
tt) Rend. B. Ace. dei Lincei, maggio 1893. 
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tinuierlichen Gruppen birationaler Transformationen eines 
Rk sich mit der anderen deckt: Was filr rationale Mk irgend 
eines Raumes Rn (m^%) es giebt^ die eine kontinuierliche 
Oruppe Yon projektiven Transformationen gestatten. 

Zuletzt wnrden noch die Resultate mitgeteilt^ die Herr Enriques 
und der Vortragende fiber kontinuierliche Gruppen von Cremona- 
Transformationen des Raumes neulich erhalten haben.*) 



*) Annali di Matematica, vol. 26. 



Ober verknotete Kurven. 



Von 
H. Brunn in Miinchen. 



Eine besondere Art der Darstellung imd Beschreibung eines EjQotens 
scheint mir bisher uubeachtet zu sein und doch den Eeim mancher 
neuen Erkenntnis in sich zu tragen. FtLr yerschlimgene Euryen konnen 
analoge Betrachtongen angestellt werden. Gewobnlich bildet man einen 
Enoten mittels einer ebenen Projektion ab^ an deren Doppelptinkten 
das „Unten'* und „Oben" der Zweige markiert isi 

Man arrangiere nun den Enoten, ohne sein Wesen zu yerandem, 
80, dafs samtliche Doppelpunkte der Projektion in einen einzigen yiel- 
fachen Punkt a zusammenrQcken. Die dem Projektionspunkt a enir 
sprechenden Euryenpunkte liegen dann auf emer Geraden A, Wir 
nennen A die Axe, ihre Schnitte mit der Eurye die Axscbnitte, die 
yon AxBcbnitt zu Axsebnitt laufenden Euryenteile kurzweg die Bogen. 
Die Bogen konnen eben, und in lauter yerschiedenen yon A aus- 
gehenden Halbebenen gedacht werden. Denn nach unserem Arrangement 

kann nirgends eine tJber- 
kreuzung zweier Bogen nach 
Art yon Fig. 1 mebr statt* 
finden; an ibre Stelle muTs 
eine Gestaltung wie bei Fig. 2 
getreten sein, bei welcher der 
ursprtLnglicbe Bogen Cdurch 
zwei andere C und C" er- 
setzt ist. 

Blickt man nun in Rich- 
tung der Axe, so folgen sich 
die Halbebenen der Bogen 
gleich den Speichen eines Rades in einer gewissen Reihenfolge: 
,,Axfolge^' der Bogen. Als Bestandteile der Eurye haben die B5gen 
ebenfalls eine gewisse Reihenfolge: „Euryenfolge'^ der Bogen. 




Fig. 1. 




Fig. i. 
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Aber auch die Axschnitte haben einerseits eine „Axfolge" anderer- 
seits eine ^urvenfolge'^ Die jetzt bereits heraustretende Dualitat 
zwischen Azschnitten imd Bogen erweist sich als eine durchgreifende 
und bildet eben das Merkwtlrdige und zugleich Empfehlende f&r die 
gewahlte Darstellangsweise.*) 

Die Bescbreibung des Enotens kann nun in folgender Weise ge- 
geben werden: 

Man numeriere^ indem man eiaen bestimmten Anfangsbogen und 
Fortscbreitungssinn wablt^ die Bogen erst in ibrer Eurvenfolge; dann 
in ibrer Axfolge; dasselbe tbue man fdr die Axscbnitte. Man kann 
dabei die Anfangselemente f&r Eurven- und Axnumerierung identiscb 
wahlen. Das Resuliat der Numerierung lafst sicb in zwei kleinen 
Tabellen I — fttr die Bogen — und 11 — f&r die Axscbnitte — nieder- 
legen. Jede bestebt aus zwei Zeilen^ in denen die Nummem, die zum 
namlicben Bogen^ bezw. Azscbnitt geboren, unter einander steben. Wenn 
man die Nummem der ersten — auf die Eurvenfolge beziiglicben — 
Zeile stets in der natiirlicben Reibenfolge ausgescbrieben denkt^ wird 
diese Zeile selbstverstandlicb und kann weggelassen werden^ sodaTs 
sich jede Tabelle auf Angabe einer Nummerpermutation (Substitution) 
beschrankt. Z. B. kann der Enoten Fig. 3 bescbrieben werden durcb 

I. 14 2 5 3 (Bogen) 

n. 14 2 5 3 (Axscbnitte) 




Fig. 8. 



Man erkennt leicbt^ dafs diese Enotenbescbreibung im topologiscben 
Sinne binreicbend ist und aucb nicbts tJIberflflssiges entbalt. 

Wie die gewobnlicbe Projektion eines Enotens unwesentlicbe 
Doppelpunkte, so kann unsere Darstellung unwesentlicbe Bogen und 
Axscbnitte entbalten^ welcbe zum Yerscbwinden gebracbt werden konnen. 
Wir woUen der Frage der Beduktion eines Enotens auf die einfacbste 



*) Die Dualit&t wird eine noch yollkommenere, wenn man die knimmen 
BOgen dorch ana zwei geraden Strecken bestehende, gebrochene Linien ersetzt. 

Terh. d. 1. Internat. Mftthem.-Kongr. Zaricb 1897. 17 
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Form etwas naher treten; die hervorgehobene Doalitat wird dabei 
recht evident werden. 

Satz: 

Ein Bogen^ fQr den die Axschnitte; in denen er endet, sowolil 

Kurven- als Axnachbam sind, darf verschwinden, indem jene 

Axschnitte in einen einzigen zusammennLcken. 

Ein Axschnitt; fiir den die Bogen^ welche in ihrn zusanunen- 

sto&en; sowohl Kurven- als Axnachbam sind^ darf verschwinden, 

indem jene Bogen in einen einzigen tLbergehen. 

Einer naheren Erlauterung bedarf hier noch der Begriff der 
,^xnachbam% der einen engem und einen weitem Sinn hat^ nnd oben 
im weitem zu verstehen ist. 

Man kann namlich oft die Axfolge zweier Bogen oder Axschnitte 
omkehren, ohne dafs dabei eine Selbstdurchdringong der Eurve statt- 
fande; und dadurch koimen Elemente zu Nachbam werden^ welche nicht 
unmittelbar als solche erscheinen. Welche Elemente sind nun vertausch- 
bar? Man nehme zunachst Eenntnis von dem Begriffe der ^Ereuzung^: 
Zwei Bogen „kreuzen" sich, wenn ihre Endpunkt- 

paare auf A sich trennen^ zwei Axschnitte^ wenn die 

Ebenenpaare der von ihnen ausgehenden Bogen sich 

trennen^ 
leite aus den gegebenen Tabellen die Paare von Bogen (resp. von 
Axschnitten) ab^ welche sich trennen^ und steUe diese Paare in einer 
Tabelle III (resp. IV) zusammen. 

Man mache weiter alle Gyklen von Elementen 

ausfindigy bei welchen: 

1) zwei beliebige Folgeelemente als Paar in Tabelle lU (resp. lY) 
vorkommen; 

2) der Sinn dreier beUebiger Folgeelemente dbereinstimmt mit 
dem Sinne der Axfolgenumerierung (man k5nnte auch den 
entgegengesetzten Sinn wahlen); 

3) die Einschiebung keines weiteren Elementes ohne Yerletzung 
von Bedingnng 1) oder 2) moglich ist 

Dann gilt: 

Zwei Elemente^ die in ein und demselben Gyklus 
vorkommen, sind unvertauschbar, zwei, die in keinem 
Gyklus zusammen vorkommen, sind vertauschbar. 



B. Vorti^ge der Sektionssitzimgen. 259 

Axnachbarn im engeren Sinne sind die Nachbarn in 
der Axnumeriernng. 

Axnachbarn im weiteren Sinne sind zwei Elemente^ 
wenn sie entweder mit einander vertauschbar oder Gyklus- 

nachbarn sind. 

t ■ ■■ 

Hiermit sind die f&r die Reduktion eines Enotens notigen Begriffe 
erklart. 

Ich mufs hier schliefsen. Es geniigt mir, Ibnen wahrscheinlich 
gemacht zu haben^ dafs die nene Darstellungsweise fiir den Ausbau 
der Enotentheorie fnichtbar zu werden yerspricht Nor noch eins: 
Sie sind mir yielleicht ungem von dem anschaulichen Bilde eines 
Knotens zu seinem unanschaulichen Zahlenschema gefolgt. Ich meine 
aber: So sehr man einerseits nach Yeranschaulichung des Unanschau- 
lichen streben mufs, um Schwieriges tlbersichtlich und yerstandlich zu 
machen und stockende Forschung durch neue Anregung zu beleben, 
so sehr ist doch auch die andere Bichtung berechtigt, welche An- 
schauliches; so weit es nur moglich ist, in Unanschauliches iibersetzt^ 
um zu zeigen, wie weit in geometrischen Problemen das Raumliche 
nur Nebensache ist und es sich yielmehr um Begriffe allgemeinerer 
Natur handelt. Schwierige, lang umworbene Ratsel finden oft erst 
ihre Losung^ wenn die angedeutete Abstraktion erreicht isi 
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Ober die Beziehungen der Technik zur Mathematik. 

Von 
A. Stodola in ZtLrich. 



Die Bedeutung des Begrifltes ^Technik'' ist noch keine voUkommen 
klar omschriebene; vielleicht wegen des mnfassenden Gharakters dieses 
Begriffes. Sind dock unsere gesamten Eulturyerhaltnisse so sehr von 
technischen Einwirknngen durchsetzt; dais man unsere Epoche mit 
Becht als diejenige der auf bluhenden Technik bezeichnen konnte. 

Wollte man es versuchen, den BegriflF „Technik'' zu definieren, so 
wiirde man als solche im allgemeinen die auf eine gewerblich nutzbare 
Transformation und Yerwendung des von der Natur dargebotenen 
Energievorrates und der Rohstofife gerichtete Thatigkeit des Menschen 
verstehen konnen. Allein in dieser Allgemeinheit umfalst die Definition 
samtliche Gewerbe, sowie das Handwerk; sie mufs mit einer entspre- 
chenden Einschrankung yersehen werden. 

Das Unterscheidungsmerkmal zwischen Technik und Handwerk 
bildet nach meiner Auffassung weder der GroJsbetrieb, noch die Ein- 
fQhrung der Arbeitsteilung^ so wichtig diese beiden Faktoren f&r die 
Entwickelung auch sein mogen. Auch der gottliche Funke des er- 
finderischen Gedankens ist nicht ein Privileg des Technikers; miissen 
wir doch an Gegenstanden des alltaglichen Gebrauches so haufig er- 
finderische Einfalle hochster Originalitat bewundem. Allein der Hand- 
werker schafifb rein intuitiv, da wo er schopferisch ist, und er schaffi 
nach der Schablone, auf Grund rohester Empirie, da wo seine Be- 
gabung ihn nicht iiber den Zwang der Zunftiregel emporzuheben ver- 
mag. Ich erblicke den wesentlichen XJnterschied zwischen ihm 
und dem Techniker darin, dais letzterer die Besultate wissen- 
schaftlicher Erkenntnis und wissenschaftlicher Methoden auf 
die zu losenden Probleme anwendet. 
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Es ist bekannt, dafs die Grofse mancher Industrie auf dem stillen 
Wirken Hirer wissenschaftlichen Mitarbeiter beruht. Manch' iiber- 
raschende Erfindung stellt sich bei naherer Prufung ihrer Genesis als 
Folge planmaXsig fortgesetzter Forschnngsarbeit und keineswegs als 
unyermittelter Einfall heraus. Jahrelang in Arcbiven schlummemde 
wissenscbafiiliche Arbeiten erlangen plotzlich eminente, praktische 
Wichtigkeit. Das Wort Dubois-Reymond's, dafs es kaum eine noch so 
weltabgelegene wissenschafUiche Untersuchung gebe, die nicbt im Laufe 
der Zeit praktischer Anwendong fabig ware, bewahrheitet sicb. Yor 
allem aber wird die Wissenscbaft seitens der Tecbnik geschatzt als 
kritiscbe Leucbte^ die eine klare Sichtung der ungeheuren Zabl von 
Moglicbkeiten und UnmogUcbkeiten gestattet. Sie bewabrt uns yor 
Yergeudung immenser Mittel und geistiger Arbeit an fruchtlose Yer- 
suche. Gleicbe Fabigkeiten vorausgesetzt^ yerleibt die wissenscbaftliche 
Ausbildung dem Techniker, rein durcb die Scbarfang des kritiscben 
XJrteiles, eine grofse tJberlegenbeit iiber die reinen Praktiker. 

Die hochsten Besultate werden erzielt^ wenn Genie sicb mit wissen- 
schaftlichem Geiste paart. Ja, wo das erstere yorhanden ist, kann auf 
weitere Attribute ftiglich yerzichtet werden. Wie yiel wir auf dem 
Gebiete der Tecbnik genialen Einfallen yerdanken, die yon der Wissen- 
scbaft nicbt yorbereitet, yon ihr nicbt yorbergesehen worden, ist be- 
kannty und nie wird uns ein Neidgeftibl abbalten, dies yollinbaltlich 
anzuerkennen. 

An Genie und Wissenscbaft reibt sicb als dritter Faktor der 
Entwickelung der bebarrlicb auf ein bestimmtes Ziel binarbeitende 
tecbniscbe Scharfsinn. Nicbt mit dem Gedankenfiuge des Genius aus- 
gestattety der uns neue Horizont.e eroffnet, auch nicbt befabigt, durcb 
gelehrte Forschung den exakten Zusammenbang der nur qualitatiy er- 
kannten Erscheinungen festzustellen, waren doch yiele Tecbniker im 
stande, in unausgesetzter Eonzentration auf eine Aufgabe den einen 
oder den andem Fortscbritt anzubabnen. Als Summe der Arbeit yon 
ganzen Generationen entstand so eine Beibe technischer Meisterwerke, 
im rechten Sinne GemeingUter der techniscben Welt. 

Wie sehr Genie, Wissenscbaft und beharrlicbe, zahe Arbeit die 
Quelle unserer Erfolge bilden, dilrfte aucb aus einem kurzen Riick- 
blick auf die Hauptstationen des nunmebr zurtickgelegten Weges 
erbellen. 

In James Watt, mit dem die modeme Entwickelung anbebt, 
finden wir die drei yereinigt: den gottbegnadeten Mascbinenbauer, den 
gelebrten Physiker und die eiseme Ausdauer. Es ist bekannt, dafs der 
Dampfinascbinenbau fast bis auf unsere Tage yon den Ideen Watt's 
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gezehrt hat. Die Anwendimg anf die Schiffspropulsion und die 
Lokomotive bedingten mehr nur Thatkraft und technisch praktischen 
Scharfsinn. 

Urn die gleiche Zeit entstanden^ als summarisches Ergebnis vieler 
langsam f ortschreiteuder Yerbessenmgen reiner Praktiker, die Maschinen 
der Textil-Industrie und vieler anderer. Sehr frfihe hingegen stand die 
Elasticitatstheorie dem Baukonstrukteur beim Entwurfe groiser Bauten, 
so besonders der Eisenbrdcken^ als Beraterin zur Seite. 

Einen fundamentalen Fortscbritt verdanken wir der Wissenschaft 
in der Aufstellung des Prinzipes von der Konstanz der Energie^ welches 
so recht fQr die Zwecke der Technik; man mochte sagen „erfunden^ 
worden zu sein scheint. Hit diesem koordoniert und^ wenn eine Steige- 
rung moglich, noch weittragender ist das Prinzip von Garnot-Glausius, 
welches wie ein heller Strahl das bis dahin yerworrene Dunkelder 
Warmemotorentheorie erleuchtete und der erfinderischen Denkthatigkeit 
fiir alle Zeiten eine bestimmte Bichtung wies. Mechaniker waren und 
sind es ja^ die sich am ehesten an die Yerfolgung des Irrlichtes von 
einem Perpetuum mobile machen und deren Illusion nun grtbidlich zer- 
stort wurde. Mehr noch als das ist im Satze von Clan sins gethan, 
der die beschrankte Verwandelbarkeit der Energie lehrt und dem 
Nutzefifekt der Maschine einen eisemen Zwang auferlegt, welchen auch 
der himmelstiirmende Erfinder mit Resignation anerkennen mufs. Es 
ist schwer, sich vorzustellen^ dais die Wissenschaft der Technik je 
noch ein Geschenk von so iiberwaltigender, universeller Bedeutung 
darbieten konnte. 

Die Technik bemachtigte sich denn sofort des ihr grofsmtLtig dar- 
gebotenen Hilfsmittels. Der geniale Him machte als einer der ersten 
die Nutzanwendung auf die Dampfmaschine und bereicherte, durch 
Einffihrung fiberhitzten Dampfes, den Vorrat ihrer Mittel um einen 
wichtigen Faktor^ dessen Bedeutung erst die neueste Zeit in das richtige 
Licht zu stellen yermochte. 

Reine Intuition hat zur Erfindung der Gasmaschine gefiihrt^ die einen 
neuen Markstein in der Geschichte der Warmemotoren bedeutet. Nicht 
als Folge der Clausius'schen Anweisung, das Temperaturintervall der 
kalorischen Maschine zu yergrofsem, entstand Otto's Schopfung. Einem 
unwiderstehlichen Zwange folgend, begab sich der ehemalige Hand- 
lungsgehilfe auf das Gebiet des Erfindens, und nach jahrelangem, 
mfLhevollem Ringen gelang es ihm, seiner Idee zum glanzenden Durch- 
bruch zu verhelfen. Erst in allerletzter Zeit, da schon Tausende yon 
Motoren der Industrie Dienste leisteten, untemahm es die Wissenschaft, 
die Yorgange am Gasmotor zu erklaren. 
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Ganz auf den Lehren der Thermodjmamik beruht umgekehrt die 
Grandidee der neuesten Yerbesserung in dieser Bichtung, des Motors 
Yon Diesel. 

Die Wechselbeziehungen der Wissenschaft zur Elektrotechnik zu 
schildem^ hielse offene TMren eindrilcken. Auch auf die Dienste^ die 
sie dem Bauingenieurwesen geleistet hat; braucht nicbt erst besonders 
hingewiesen zu werden. Es geniigt^ die Namen Gulmann; Maxwell 
CastiglianO; Mohr zu erwahnen. Dais die chemische Industrie 
sozusi^en ganz auf der chemischen Wissenschaft aufgebaut ist, wird 
allgemein anerkannt. Bemerkenswert ist die neuerdings voUzogene 
Abzweigung der Thermochemie und der Elektrochemie zu selbsl&idigen 
Disziplinen und die fliegende Eile, mit welcher vor wenigen Jahren 
die chemischen Abteilungen den Unterricht in hoherer Mathematik 
einfiihrten. 

Die Beziehungen der Technik zur Mathematik sind in ihren 
Beziehungen zur Wissenschaft liberhaupt schon enthalten^ denn fUr die 
Technik handelt es sich tlberall um die Erkenntnis des Gesetzes nicht 
nur dem quale ^ sondem der Zahl und dem MaTse nach. Sowie z. B. 
der Eaufpreis der Maschine auf einen Schilling oder Heller genau au^ 
bedungen wird^ so kann sich der Techniker von Tag zu Tag weniger 
dem Zwange entziehen^ den Gtitegrad^ den Eonsum seines Motors etc. 
etwa auf l^o genau zu garantieren. Wohl kommen filr ihn unmittel- 
bar nur die Anwendungen der Mathematik zur Geltung; allein in diesen 
soil er sicher und selbstandig sein. Sicher^ wo es sich um Anwendung 
schon durchgearbeiteter Falle handelt; selbsi»ndig^ um die immerfort, 
aufkauchenden, neuen Probleme bewaltigen zu konnen. Deshalb ist 
eine tiichtige Schulung auch in reiner Mathematik unbedingt erforder- 
licL Die Anwendung der Mathematik seitens des in der Praxis 
stehenden Technikers besteht keineswegs im Einsetzen von Zahlen- 
werten in fertig vorgerechnete Formeln. 

Die t^Tberzeugung von der Notwendigkeit und Ersprielslichkeit 
einer exakteren mathematischen Behandlung technischer Probleme durch 
den Ingenieur ist besonders unter der jiingeren Generation yiel yer- 
breiteter, als dies manch alterer Fachgenosse zugeben mochte. Ander- 
seits ist auch die Befahigung zu solcher Thatigkeit unter den prakti- 
schen Ingenieuren heute in yiel groJGserem MaTse yorhanden^ als man 
dies yor einem Decennium yorausgesetzt hatte. Zu dieser Behauptung 
gelange ich auf Grund aufmerksamer Beobachtung der Praxis; sie 
fQhrt uns dazu^ auch die Frage des mathematischen Unterrichtswesens 
an den technischen Hochschulen zu erortem^ wobei ich indes yor- 
wiegend die Yerhaltnisse der Abteilung fur Maschineningenieure und 
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Elektrotechniker im Auge habe. Meine Auffassung in dieser Frage 
ist die folgende: 

1. Die Mathematik ist ftir den Techniker eine grund- 
legende Wissenschaft. Eine tticlitige Schulung in reiner Mathe- 
matik ist notwendigy um dem Techniker die erforderliche Sicherheit in 
ihrer selbstandigen Anwendnng zu yerleihen. 

2. Der Schwerpunkt des Unterrichtes in angewandter 
Mathematik falle in die technische Mechanik und technische 
Physik, welche in vorztiglichster Weise mathematische Schulung mit 
praktischer Anwendbarkeit verbinden und die wahren Grundpfeiler 
unserer wissenschafblichen Ausbildung sind. Yermittelnde Facher, wie 
die theoretische Maschinenlehre an den mechanischen Abteilungen, ver- 
fallen leicht in den Fehler^ den Studierenden entweder auf dem Oe- 
biete auch der einfachsten Anwendung zu bevormunden und ihn so in 
der Entwickelung eigener Initiatiye zu beeintrachtigen; oder sie yer- 
lieren sich in einer yom rein wissenschaftlichen Standpunkt zwar be- 
rechtigten^ minutiosen Analyse, deren Formelapparat, um nicht zu s^en 
Wust, aber den Studierenden yerwirrt, und ihm den tJberblick des 
logischen Grundgerippes erschwert. Diese Disziplin sollte de** 
halb aufgeteilt werden und zwar so, dafs soweit sie noch Festigkeits- 
theorie einbegreiffc, diese an die technische Mechanik, die Thermo- 
dynamik an die technische Physik, die angewandte Thermodynamik 
imd Maschinenlehre an die betreffenden Fachdisziplinen abgetreten 
warden. 

Es sei gestattet, nebenbei einen indiyiduellen Yorschlag des Yor- 
tragenden zu zitieren, der darin besteht, die technische Mechanik 
durch Auinahme all der feststehenden Satze der allgemeinen Physik 
zu erweitern, die zufolge ungezahlter Yerifikation nicht eines er- 
neuten experimentellen Beweises fiir den Horer bediirfen, yielmehr als 
allgemeine Satze an die Spitze eines deduktiyen Systemes gestellt 
werden konnen, wie etwa die Newton'schen Satze in der Dynamik. 
Hiemach konnte der technischen Mechanik neben dem bisher behan- 
delten Stoff zufallen die Thermodynamik mit EinschluTs der Theorie 
idealer Gase und die Elektrostatik und Dynamik, sowie der Magnetismus 
idealer Korper. Diese Einteilung wiirde gestatten, dem Horer 
yon Anbeginn an den Begriff der Energie in seiner All- 
gemeinheit zu yermitteln. 

Der technischen Physik yerblieben dann yorzugsweise die Mels- 
methoden und die experimentell- mathematische Erforschung neuer, 
technisch wichtiger Erscheinungen. 

Hier ist nun der Ort, eine wichtige Einschrankung und eine 
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ernste auf folgenden Motdven beruhende Warnung vor tJbertrei- 
bungen auszusprechen. 

1. Die Techniker sind kein homogener Berafsstand wie die Jnristen^ 
die Mediziner und andere. Ein grolser Teil der Technikerschaft hort 
im Laufe der Zeit auf^ eigentlich teclmisch zu arbeiteii; und mufs sich^ 
den Anforderongen des Orolsbetriebes entsprechend, entweder der reinen 
Verwaltung oder der kaufinannischen Thatigkeit widmen. In beiden 
Fallen hort die wissenschaftliche Arbeit fast ganz auf; die Carri^re 
und der objektive Erfolg der Wirksamkeit auf diesen Gebieten hangen 
mit der technischen wissenschaftliclien Bildung des Betrefifenden nur 
Behr lose zusammen. Der klare^ ungetrQbte, praktische Blick, Menschen- 
kenntnisy Energie sind hier allein mafsgebend. Wir konnen diesen 
Fachgenossen den Titel Techniker nicht absprechen, ihre Thatigkeit 
ist fur das Oedeihen der Technik ebenso unentbehrlich, wie die des 
KonstrukteurS; auch konnen wir den betreffenden Aspiranten den Zu- 
tritt zur Hochschule nicht wehren. Der intellektuelle Wert einer 
tiichtigen mathematischen Schulung wird auch hier unbestritten bleiben^ 
jedoch rein in logischer Beziehung. Wir diirfen uns nicht wundem^ 
wenn diese grolsere Halfte der Abiturienten das ihnen an der Hoch- 
schule yerabreichte Mafs an reiner und ange^jrandter Mathematik fiir 
zu hoch findet und statt dessen eher Vortrage fiber Verwaltungsrecht, 
Buchhaltung^ Kostenberechnung und ahnliches in das Progranun auf- 
genommen zu sehen wfinscht. Man konnte glauben^ dafs man diesen 
Wiinschen durch entsprechende Yerlangerung der Studienzeit gerecht 
werden konnte, allein mit seltener Eimntltigkeit wendet sich eine grofse 
Mehrheit der Docenten sowohl wie der Praktiker gegen die Tendenz, 
den Techniker noch langer als bisher auf der Schulbank zuriickbehalten 
zu woUen, mit dem Hinweis auf das bedeutend niedrigere Lebensalter, 
in welchem unsere englischen und amerikanischen Fachgenossen in die 
Praxis eintreten. Es sei als Symptom nebenbei erwahnt, dafs eine 
wiederholte formliche Abstimmung, die der Vortragende unter seinen 
eigenen Studierenden yeranstaltete, stets den Wunsch hervortreten liefs: 
es sei die Mittelschule zu kilrzen und das Hochschulstudium zu verlangem. 

2. Wenden wir uns nun zur kleineren HalftC; zu den wirk- 
lich ausiibenden Technikern. — Abgesehen von dem event, da- 
zwischentretenden Militardienst^ oder einer praktischen Thatigkeit in 
Maschinenwerkstatten etc. vergehen mehrere Jahre, bevor der junge 
Mann die Schwierigkeiten des Anfanges iiberwunden, Beweise seiner 
Tfichtigkeit erbracht und eine einigermafsen selbstandige Stellung sich 
errungen hat^ in welcher nun die Vorteile seiner allgemeinen Aus- 
bildung zur Geltung kommen sollten. Nichts ware ihm erwiinschter^ 
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als, der Tendenz der Hochschulbildung folgend, die ihm vorgel^^n 
Probleme wissenschaftlich zu analysieren and sich in strong sjsteniar 
tischer Weise der LSsung zu nahem. Allein da tfirmen sich zwei 
nicht yorhergesehene Schwierigkeiten vor ihm auf. Die erste 
bildet der Umstand, dafs er nicht nur ftlr den technischen, son- 
dern auch ffir den kommerziellen Erfolg zu btlrgen hat, d. h. 
dafs er so billig wie mSglich prodnzieren mnis. XJnd zwar gilt dies 
nicht blofs von dem hergestellten Objekt, sondem auch von seiner 
eigenen Arbeit. Er nimmt mit Schrecken gewahr^ dafs die Praxis 
ihm zu einer systematischen Untersuchung die Zeit zu gewahren 
durchaus nicht gewillt ist; im wilden Eonkurrenzkampf, dem auch 
seine eigene Leistung unterworfen ist^ wird er mit unwiderstehlicher 
Oewalt der Empiric in die Arme getrieben. 

Die zweite Schwierigkeit ist zum Teil subjektiver Ari 
Auf die Hochschule folgen^ wie schon erwahnt, einige strenge Lehr- 
jahre. Wie im Kriege die Ktinste, so ruht hier das an der Schule 
erworbene systematische Wissen. Die dem menschlichen Oehim an- 
vertrauten EindrUcke gleichen leider in so mancher Beziehung der 
Schrift im Sande. Wo es gilt^ mit dem Wissen herauszurUcken^ findet 
man in der Begel, es^ei dasselbe nicht mehr recht prasentabel und 
miisse wieder aufgefrischt werden. Wir wollen annehmeU; es sei die 
hierzu notige Energie vorhanden, und die sehr aUgemeine menschliche 
Schwache iiberwunden. — Dann erlebt unser Techniker die zweite, 
aber nicht die kleinere EnttSuschung. Er macht sich daran, die Er- 
scheinung nach Mafs und Zahl zu untersuchen, er fafst das Problem 
in eine Anzahl mathematischer Relationen zusammen, die in der Begel 
die Qestalt von DilSerentialgleichungen annehmen. Allein er findet^ 
dafs ihm die Fahigkeit abgeht, diese Qleichungen mit den angelemten 
Mitteln zu integrieren. Er sieht sein Eollegienheft durch, er blattert 
in den Eompendien und konstatiert, dafs die dort behandelten Probleme 
in der Begel die einfachsten Spezialfalle darstellen, wahrend die Praxis 
yon ihm, wohin er nur blicken mag, die Losung der verwickeltsten 
Eomplikationen fordert. Eine weitere Yertiefung zeigt ihm, dafs z. B. 
fast jedes Problem des Maschinenbaues unyermerkt in das Gebiet der 
mathematischen Physik hinfiberfQhrt; diese zu beherrschen, reicht aber 
im Durchschnitt weder seine Eapazitat, noch weniger die knappe Lehr- 
zeit hin, unser Techniker sieht sich yor den wissenschaftlichen 
Bankerott gestellt. 

Der irrige Glaube an die Allgewalt des mathematischen Apparates 
kann selbstyerstandHch nicht den betreffenden Disziplinen zur Last 
gelegt werden; indessen mogen die Hinweise auf die Grenzen ihres 
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Wirkungsbereichea sparlicher angebracht werden, als dies die Vorsicht 
erheischte. Die liblen Erfahrungen, die dem in einer Illusion Be- 
fangenen nicht erspart bleiben^ haben viele dazu gefiihrt^ das Kind 
mit dem Bade auszuschHtten. So mulste sich die letzte Generalver- 
sammlung des Yereins deutscher Ingenieure mit dem Antrage befassen: 
es solle an den technischen Hochschulen eine obligatorische Yorlesnng 
uber elementare Ingenieurmathematik und Mechanik eingefdhrt werden.*) 
Der Verein lehnte den Antrag, eingedenk der Aufgaben einer Hoch- 
Bchule, ab. In der That muTs man Yom Techniker verlangen, dafs er: 
1. den Begriff einer Funktion kenne, 2. dafs er im stande sei^ Infini- 
tesimalbetrachtungen korrekt durchznfUliren. Allein der Antrag gab 
doch zu einer heftigen Diskussion Yeranlassung. Ich kann auf Grand 
eigener Beobachtungen konstatieren, dafs die iibergrofse Mehrheit der 
Techniker in der Praxis die hoheren und vor allem rein analytischen 
Methoden abstreift, um sich den elementaren oder den geometrisch- 
synthetischen zuzuwenden. Diese Scheu vor der Analysis wird dem 
Mathematiker von Beruf unbegreif lich erscheinen^ vielleicht um so mehr^ 
wenn wir eingestehen^ dafs es so Mufig schon das der Aufgabe fremde 
Eoordinaten-System und die bekannte Gruppe Yon Eosinus-Relationen 
fur Koordinaten-Transformation sind, die uns abschrecken. Die Schwierig- 
keit liefse sich umgehen, wenn man dem Rat eines bedeutenden Ge- 
lehrten folgte, invariant zu denken^ ohne deshalb invariant 
rechnen zu miissen. Allein die Trennung dieser beiden erheischt 
eine so souverane Beherrschung des rechnerischen Apparates^ wie sie 
dem Techniker nicht zu Gebote steht. Da wo die technische Litteratur 
ihre eigenen Pfade wandelt^ hat sie sich denn auch ganz den synthe- 
tischen Methoden zugewendet. Beispiele hierfQr bilden die graphischen 
Methoden in den Baukonstruktionsfachem, die Geschwindigkeitsplane 
des Turbinenbaues, die Schieberdiagramme fiir Dampfmaschinen und 
die sogenannten Yektordiagramme in der Elektrotechnik. 

Ich mochte das Gesagte in folgendem Satz zusammenfassen: 
Wenn wir lediglich die Riicksicht auf die praktische An- 
wendbarkeit walten lassen, so mufs zugegeben werden, dafs 
die technischen Hochschulen in ihren reglementarischen Stu- 
dienplanen an mathematischen Disziplinen, insbesondere 
hinsichtlich der analytischen Methoden filr die grofse Mehr- 
heit der Techniker zu viel, umgekehrt^ wie oben nach- 
gewiesen, fiir eine kleine Minderheit zu wenig bieten. 

Par den grofsen Durchschnitt kommen diese Disziplinen im Wesen 
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nur vermoge ilirer allgemein bildenden Eigenschaften in Betracht^ and 
es kann die Folgerang nicht umgangen werden, dais Eompromisse 
nicht nur beztiglich ihrer Ausdehnung^ sondem auch ihrer Methoden 
im Interesse einer harmonischen Gesamtausbildung geboten sind. Ein 
Herabsteigen von der hohen Warte hochster begriflFlicher Strenge zu 
den naiveren Anschauungen der ersten BegrfLnder, ein m5glichst fniher 
Ubergang zu praktischen Anwendungen^ yor allem aber ein langes 
Yerharren bei den Grundprinzipien und eine weitgehende EinscbriLnkung 
des XJmfanges nach oben bin waren etwa die Wiinscbe; die wir ina 
Interesse jener grofsen Mehrheit der Techniker zu stellen batten. Dab 
bei der Feststellung des XJmfanges yor allem die Ratschlage der be- 
treffenden Facblehrer zu beriicksicbtigen sind^ yerstebt sicb nacb Obigem 
yon selbst. 

3. Die Opposition der Praxis fulst des weiteren auf folgendem 
Qrunde: Es besteht ein wesentlicher Unterschied aucb im wissen- 
scbaftlicben Schaffen des Technikers und des Matbematikers 
Oder Physikers. Es wird auf dem Gebiete des Mascbinenwesens nie, 
oder nur in auiserordentlicb yereinzelten Fallen gelingen^ eine neue 
Konzeption auf den ersten Wurf in die Praxis umzusetzen; kommen 
docb bier Einflusse ins Spiel; die jedem wissenschaftlicben Ansatze 
spotten. Ein gutes Beispiel hierfilr bildet der neueste Warmemotor. 
Auf den unantastbaren Grundlagen der Tbermodynamik fiilsend; ent- 
warf Ingenieur Diesel einen Ereisprozefs und eine Warmemascbine; 
die an Wirtscbafklichkeit alle bisher yorhandenen weit iibertreflfen 
soUte.*) Ein Eonsortium stellte dem Erfinder unbescbrankte Mittel 
zur Verfagung. Die ersten Autoritaten der technischen Wissenschaft 
erkannten die Richtigkeit des Grundgedankens an. Es begann'en die 
ersten Yersuche; die fehlschlugen; Mascbine auf Maschine wurde neu 
entworfen, Jahr fQr Jahr y^rging, und im Yerlaufe dieses harten 
Ringens brockelte ein Stfick des Ideales nacb dem anderen ab^ eine 
Eonzession um die andere mufste an die harte Wirklicbkeit zugestanden 
werden; eine gewaltige Summe yerscbwand^ bis der erste betriebsfahige 
Motor dastand. Und warum dies? Weil die Schwierigkeiten des 
Schmierens zu tiberwinden waren, weil es so lange ging, einen Ver- 
brennungsprozefs zu erzielen, der theoretisch leicbt yerwirklichbar er- 
sebien. Yier miiheyoUe Jahre dauerte es, bis die Idee in Stahl und 
Eisen gekleidet war, und das Yerdienst des Mascbinenbauers sebeint 
mir hierbei nicbt geringer, als das des urspriinglichen Erfinders. 

Falle dieser Art fiihrten den mehr intuitiy arbeitenden Techniker 
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znin bekannten Ausspruch: Probieren geht yor Studieren. Der 
AuBsprnch tibertreibt mafslos^ enthalt aber ein Edmlein Wabrheit. 
Der Hinweis auf die Notwendigkeit des Yersuches ist das Wahre an 
ihm; die grofse Bewegung fdr Ingenieurlaboratorien basiert auf diesem 
leitenden Prinzip. Die experimentelle Porschung imd die Mefskunde, 
anch wieder in Gestalt technischer; vereinfachter Methoden, erbalten 
im Unterricbtswesen eine erhohte Bedeutung, der ftir sie zu scbaffende 
Platz im Unterricbtsprogramm wird notgedrungen nur auf Eosten aller 
dbrigen, also aucb der mathematiscben Disziplinen^ zu gewinnen sein. 
Nacbdem im Obigen die Interessen der Majoritat besprocben 
wurden, bleibt uns ubrig^ aucb die Fabne der wissenscbafblicb arbeiten- 
deu; tecbniscben Minoritat bocbzubalten. Man pflegt die Mitglieder 
derselben als die StabsofGziere der Tecbnik zu bezeicbnen^ welcber 
Vergleicb aber in mebrfacher Beziebimg binkt Weder ist ibre oko- 
nomiscbe Stellung gegenuber anderen Berufsgenossen eine bessere^ nocb 
aucb ^llt ibnen die Aufgabe ausscbliefslicb zu, die leitenden Ideen 
far den tecbniscb-strategiscben Aufinarscb anzugeben; vielmebr wird 
baufig ibre ganze Yorarbeit durcb Seitensprfinge keeker Erfinder^ die 
dami; um das Bild fortzusetzen, mit verwegenen Husarengeneralen zu 
yergleicben waren^ zu nicbte gemacbt. Es ist Tbatsacbe^ dafs die 
wissenscbaftlicbe Arbeit, es sei denn, dafe sie von bervorragenden Er- 
folgen begleitet ist, in der Praxis scblecbt entlobnt wird, und eben 
darum bildet die Minderbeit, die ibr obliegt, gewissermaJGaen die Gruppe 
der t.ecbniscben Idealisten. Merkwiirdigerweise ist an den tecbniscben 
Hocbscbulen bis jetzt wenig fttr sie getban worden. Yielfacb begniigt 
man sicb zu konstatieren, dafs ein junger Mann Talent und emstes 
Streben zeige, und tlberlafst ibn seinem Scbicksal mit dem Hindeuten, 
er werde scbon von selbst seinen Weg finden. Gegen diese Auffassung 
bat der Yerein der Ingenieure Stellung genommen in seinem Bescblufs, 
dafs die tecbniscbe Hocbscbule zwar vor allem den Bedflr&iissen des 
grofsen Durcbscbnittes Recbnung tragen, daJs sie aber aucb die Mittel 
fiir die bocbste wissenscbafblicbe Ausbildung derer gewabren solle, die 
eine solcbe anstreben. Man kann diese Forderung nur aus voUem 
Herzen unterscbreiben. Hier ist ein dankbares Peld flir Aufklarung 
in boberem Sinn. Fur diese Minderbeit reicbt der XJmfang unseres 
normalen Studienplanes nicbt bin; sie ist bei Zeiten aufzuklaren, dafs 
mit der Bewaltigung der Elemente der boberen Analysis erst die Yor- 
balle eines berrlicben Gebaudes betreten ist. Fiir diese Bevorzugten, 
welcben aucb die Giiter scbaffende Praxis im Dienste der Wissensdiaft 
zu verbarren gestattet, ist nicbts zu gut, und sie soUten nicbt, mit 
mebr oder weniger gelindem Druck, von der Scbule abgediSngt 
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werden^ als sei der von vomherein fiir die Praxis verloren, der wisaen- 
schaftliche Ideale hegt. Dais, nebenbei gesagt, die teclinischen Hoch- 
schalen selbst gesonnen sind, diese Minderheit zu den Hohen der 
Wissenschafi; hinaufzufilhren; ist von selbst klar; die yielleicht mils- 
verstandliche Auffassang^ als seien die TJniyersi^ten gewillt, ilmen 
hierin Eonkorrenz zu machen; mufste eine Opposition hervomifen. 

Die bisherige Darlegong erschopft auch ftir unsere Skizze die 
Beziehungen der Technik zor Mathematik noch nicht. So wenig der 
Handelsbeflissene die Abstraktion eines nur dem Gesetze yon Anfrage 
iind Nachgebot gehorchenden, mit alien Sinnen nur auf den Erwerb 
gerichteten, organischen Schemens im Sinne der Nationalokonomie ist^ 
ebenso wenig geht der Teclmiker in der Betrachtung seiner Meislatten 
oder Biemscheiben und Stehlager auf. Auch wir f&hlen uns als 
Glieder des Teiles unserer menschlichen Gemeinschaft, welcher ein 
Bildungsideal besitzt. — Die Frage^ wohin die Entwickelung geht, 
welche Stellung der einzelne als ethisches Wesen einzunehmen hat^ 
welches die letzten Griinde unseres Handelns sein miissen, bewegt uns 
ebenso tief, wie andere gebildete Stande. Im Bingen nach einer moti- 
yierten Weltanschauung werden aber fiir uns die Aufschliisse der 
exakten Wissenschaften yor allem mafsgebend sein^ denn mehr ak 
andere konmien wir in die Lage, unser Leben im Glauben an die 
Konstanz der Naturgesetze aufs Spiel zu setzen^ die Sicherheit des- 
selben einer mathematischen Belation, die unserer Eonstruktion zu 
gnmde li^, anzuyertrauen. Nur yom Boden der exakten Wissen- 
schaften her; f&r welche wieder die Mathematik der Lebensnery ist, 
entspringt fiir uns eine einwandfreie Erkenntnis; sie sind nach meiner 
Auffassung berufen, das letzte Wort in alien Fragen nach dem Wesen 
der Dinge zu sprechen. Dais auch hier yoreilige Yerallgemeinerungen 
auftreten konnen^ die uns yerwirren und deprimieren, muls zug^eben 
werden. Die Welt nach dem Bilde Dubois-Beymond's, aufgelost 
in ein Wirrsal reinen GentralkriLften unterworfener Atome und Mole- 
kiile; deren Bewegungsgleichungen auch schon durch einen Uberlegenen 
Geist integriert gedacht werden konnen, ist eine trostlos ode Grand- 
lage fUr eine ethische Weltanschauung. Allein wir lesen in der Thermo- 
dynamik des Herra Poincare, dais diese Annahme unzulassig sei. 
Er weist nach, dafs schon die Erklarang des Satzes yon Clausius 
auf mechanischem Wege nicht stichhaltig ist. — Hinter dem einfachen 
Atom, der einfachen Gentralkraft ist also noch etwas anderes, yielleicht 
ein anderes Prinzip, yielleicht eine endlose Mannigfaltigkeit zu yer- 
muten. Wenn sich dies bewahrheitet, dann ware der unwissen- 
schaftliche Materialismus iiberwunden. Und die Hofhung hierzu 



B. Yortr&ge der Sektionssitzungen. 271 

schopfen wir nicht aus den Aussagen der Mysidker, oder aus meta- 
physischen Systemen: sie wird uns yermittelt als Resultat der hochsten, 
bestkontrollierten, wissenschaftlichen Abstraktion, die wir kennen. An 
diesen Fragen werden auch wir Techniker immerdar das hochste 
Interesse nehmen; wir sind dazu durch nnsere Yorbildung mehr als 
andere Stande berechtigt, ich mochte sagen verpflichtet; sie scUingen 
ein femeres Band um Sie und die Dmen schon so nahe stehende 
Technik. 



Ein neuer gyroskopischer Apparat. 

Von 
N. J0UKOW8KY in Moskau. 



Das Yon mir konstruierte neue Gyroskop ist auf demselben Prinzip 
begriindet, wie das perimetrische Gyroskop von Sire. 

Ein schwerer Ereisel A (Fig. 1) sttLtzt sich mit seinem Rande M 
an eine breite vertikale kupfeme Rohre B^ wobei an der Peripherie 
des Ereisels in den BertLhrongspunkten ein Gununiband MN an- 

gebracht isi Am ontem Teile 
des Ereisels befindet sich eine 
Rolle D, an welcher ein unend- 
licher Gummiriemen sich be- 
findety der dem Ereisel gestattet^ 
sich mit Hilfe des Rades E zu 
drehen. In der Rolle D ist 
eine konische Vertiefimg an- 
gebracht, durch welche der 
Ereisel sich auf die unbeweg- 
liche Spitze statzi Der 
Radius E der Rohre B konmit 
an Grofse dem Radius r der 
Peripherie MN sehr nahe. Auf 
Fig. 2 ist dargestellt ein durch 
den Punkt M gehender hori- 
zontaler Durchschnitt des Ap- 
parates. Der Punkt C liegt hier 
auf der Axe der Rohre B, da- 
gegen der Punkt A auf der 
Axe des Ereisels. 
Wenn der Ereisel sich in der Rohre B dreht, so beschreibt der 
Punkt A nm C einen kleinen Ereis mit dem Radius B — r. 




Fig. 1. 




Fig. S. 
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Wenn wir mit m die Winkelgeschwindigkeit bezeichnen, welche 
durch den unendlichen Biemen dem Ereisel in der Bichtung des Uliren- 
zeigers mitgeteilt wird, so wird sich der Punkt A 
in dem oben erwahnten Ereise mit der linearen ^^^-^^ 

Geschwindigkeit or in einer der Bewegung des 
XJhrenzeigers entgegengesetzten Bichtung bewegen. 
Die Winkelgeschwindigkeit dieserDrehbewegung ist: 

/ ra 

B — r 

Diese Winkelgeschwindigkeit ist sehr grofs, da die 

Differenz R — r nach der Yoraiissetzung sehr 

gering ist. Mit dieser Winkelgeschwindigkeit wird sich auch die obere 

Spitze F des Ereisels (Fig. 1) um die Yertikallinie oz drehen. 

Anf der Axe 00 kann man einen Eorper Q anhangen, der mit 
Hilfe einer horizontalen Nadel L yon F eine Drehbewegung mit der 
Winkelgeschwindigkeit o' empfangi So erhalt man einen sehr ein- 
fachen Apparat, welcher eine schnelle Drehbewegung verleiht. Die 
treibende Kraft dieser Bewegungsflbertragung wird erhalten durch 
die Beibung im Punkte M, welche, dank der centrifugalen Kraft des 
Kreisels und dem gyroskopischen Effekte desselben, sehr bedeutend ist. 

Bezeichnen wir mit K das Tragheitsmoment des Kreisels um seine 
Axe DF und mit K' das Tragheitsmoment des Kreisels um die Axe 
DJ, wo DJ±. DF, so wird das Moment der den Kreisel an die 
Bohre B drUckenden Krafb sein: 

wo *— OA. 

Die Grolise der Beibungskraft aber, welche als die treibende 
Kraft unseres Apparates erscheint, wird sein: 

WO f der Koeffizient der Beibung ist. Diese Kraft wird, wenn m grols 
und R — r klein ist, sehr bedeutend. 



Ynh. d. 1. InUzBAt Matli.-KoBgr. Zllzioh 1897. 18 



5. Sektion: Oeschichte und Bibliographie. 



Isaac Barrow et la m^thode inverse des tangentes. 

Par 
H. G. Zeuthen a Copenhagae. 



Gelui qui desire savoir jusqu'a quel point le champ etait prepare 
auz createurs da calcul infinitesimal^ Newton et Leibniz, n'en tronvera 
aucun meilleur temoin que leur predeoesseur immediat Isaac Barrow 
(1630 — 1677\ Tanii et le maitre de Newton. Gependant pour connaitre 
Tetendue et la port^e de cette preparation, il ne faut pas bomer I'etade 
de ses Lectiones geometricae parues la premiere fois en 1670 aux 
ameliorations qu'on y trouve de la differentiation de Fermat. Celles- 
ci semblent etre dues en grande partie aux suggestions de Newton, 
qui possedait alors des regies encore plus deyelopp^es pour trouyer 
les 4:fluxions» et qui savait deja en faire des applications trfes importantes. 
II faut avant tout chercher dans les Lefons de Barrow les applications 
tres etendues qu'il sait faire de considerations et de m^thodes en usage 
avant Newton et Leibniz, les rapports qu'ont ses recherches ayec 
ceUes de ses propres pred^cesseurs, qu'il cite loyalement, et les manieres 
de voir, propres a lui, qui auront servi a preparer celles de son 
grand eleve. 

Barrow tient avant tout une place assez remarquable dans le 
developpement de Tidee du caract^re inverse des operations qui servent 
a resoudre les problemes des tangentes et les probl^mes de quadratures. 
M. Paul Tannery a fait remarquer que la connaissance de cette 
relation inverse etait alors au moins depuis vingt-cinq ans une idee 
dans Tair. On le voit par la proposition du probl^me inverse des 
tangentes et par les reflexions que Descartes attache aux problemes 
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de cette nature. Cependant on ne donnait aucnne expression precise 
a cette relation et on ne savait pas en tirer avantage oti il 7 en avait 
besoin. Les applications de I'int^gration par partie de Fermat et 
Pascal restaient par exemple tres limit^s parce qa'ils ne sayaient pas 
combiner cette operation avec la diffi^rentiation inventee par le premier 
de ces savants. Barrow an contraire savait exprimer formellement ce 
caract^re inversei ce qui n'amoindrit pas les merites de Newton, qui 
de son cot^ a donn^ le premier aux deux operations leur ordre 
convenable. La differentiation (formation des fluxions) est depuis 
ses grandes d^ouvertes Toperation directe, celle qui s'ex^ute d'apres 
des r^les resultant immediatement de sa definition; la quadrature, 
appelee plus tard integration, est Foperation inverse, qui sera facilitee 
par la connaissance anterieure des resultats d'un certain nombre de 
differentiations. 

Bevenons a Barrow. Non seulement il nous &ionce formellement 
le caract^re inverse qui nous occupe; il nous fait voir encore comment 
cette idee s'est developp^e chez lui par une combinaison de considerations 
dues a des g^omfetres anterieurs. • Nous sommes renvoyes a cet %ard 
aux idees qui ont donn^ aux cultivateurs modemes des recberches 
infinitesimales des avanti^es essentiels sur leurs modules dans Fanti- 
quite. Ces avantages etaient dus a deux circonstances. L'une est 
I'enorme developpement du calcul qui avait eu lieu sous Tinfiuence des 
methodes des Hindous et sous la pression des demandes croissantes 
de Fastronomie. La connaissance des quantites negligeables. Tune par 
rapport h I'autre, dans les calculs numeriques, devait d^velopper Fidee 
de quantites negligeables m^mes dans les rechercbes exactes. II n'est 
done pas fortuit que ce soit le grand calculateur Kepler qui ait le premier 
rendu des infiniments petits I'objet direct de ses operations, et que 
Briggs Ten ait complimente dans un temps otl la plupart des savanta 
lui ont fait des reprocbes de cette violation des anciens principes de 
demonstration. 

L'autre avantage sur Tantiquite consistait dans I'introduction imme- 
diate de ridee de la variation continue, qui & cause de la representation 
geometrique devait se presenter sous forme de mouvement. Depuis 
Zenon d'Elea la geometric ancienne avait abandonne volontairement 
cet avantage comme moins exacte. 11 etait naturel d'y revenir & 
une epoque otk Ton conmLen9ait a etudier directement le mouvement 
physique et a y appliquer la geometric. Les rechercbes en partie 
matbematiques de Galilee et de Torricelli sur le mouvement physique 
ne manquaient pas d'influer reciproquement sur la geometric infini- 

18* 
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t^simale. G'est aux travaux de ces deax savants que Barrow, qui 
les cite express^ment, a attach^ immediatement la d^uverte dont 
nous venons de parler. 

Bappelons a cet egard que Galilee, pour trouver I'espace parcoora 
d'une yitesse nniform^ment accfl^r^, repr^sente le temps t par des 
abscisses, la yitesse v par les ordonn^es correspondantes d'une ligne qui 
deyient dans ce cas particulier une droite; alors Tespace eparcouru pendant 
le temps t sera repr^sent^ par Faire du triangle limits par cette droite, 
par Tordonnee correspondante a ce temps t et par Taxe des abscisses. 
La trajectoire d'un corps lanc^ horizontalement, ^tudi^ aussi par 
Galilee, repr^sente d'une autre mani^re la relation entre les mSmes 
trois quantit^s t, e et t;. Pour plus de commodite nous appliquerons 
cette nouyelle representation a la m§me figure, ce qui nous est possible 
parce qu'on pent ^galer a t I'abscisse du point mobile restant propor- 
tionnelle a t L'ordonn^ aura la yaleur repr^sent^ ant^rieurement^ 
dans le cas d'un corps tombant^ par e. G'est k la demi^re figure que 
Torricelli a attach^ sa determination de la tangente d'une parabole, 
determination qu'il a ensuite generalisee, lui conune RoberyaL Le 
rapport v des yitesses yerticale et Jiorizontale sera ^gal k celui de 
I'ordonnee e et de la sous -tangente. Yoila une nouyelle representation 
de la relation entre les trois quantites t, e et i;, celle que nous ecririons 

v »= ^, tandis que nous ecririons la premie e =fvdt En substi- 

tuant a la yitesse uniformement acceieree une yitesse dependant d'une 
mani^re quelconque du temps, on aura precisement le caract^re reci- 
proque, qui nous occupe. 

G'est de cette maniere que Barrow I'a obtenu. Gependant il ne 
se borne pas & cette demonstration cinematique; mais il en donne plus 
tard aussi une demonstration geometrique. Gette fois il reunit, lui 
aussi, les deux courbes dans la mSme figure. Soient y et i; les 
ordonnees de deux courbes passant par I'origine qui correspondent a 
la meme abscisse x, et soit donne que I'aire limitee par la courbe (i;), 
I'ordonnee v et I'abscisse x, est egale a ay, a etant constante. Alors 
on aura pour determiner la sous -tangente: 

Sf a 

Barrow montre en effet, par la consideration de points places sur la 
courbe (y) des deux cotes de Mj que la droite determinee par cette 
yaleur de St reste du m@me cdte de la courbe (y). 

n regarde expressement I'une des deux courbes comme arbitraire, 
ce qui reyient a regarder y ou t? comme une fonction absolument 
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arbitraire f{x) on q>{x) de x. 11 combine d'one mani^e semblable 
deux conrbes rapport^es d> des coordonn^s polaires. 

Nous avons d^jd. dit que Barrow ne salt pas faire de cette d^ 
couverte le m&me usi^e important que Newton. H en d^duit plusieurs 
propri^t^s g^om^triques et infinit^imales de courbes quelconques ayant 
Tune ayec I'autre des relations donn^^ progr^ trfes considerables 
alors^ mais qui out perdu leur int^rSt particulier depuis que le calcul 
infinitesimal nous a ouvert des points de vue encore plus generaux. 
Ayant tout; sa d^couverte ^tait pour lui la clef du probl^me inverse 
des tangentes. Pour le voir il su£6t de considerer quelques exemples 
de cette application. 

La d^couverte dont nous nous sommes occup^^ r^duit imm^diate- 
ment a une quadrature la determination dWe fonction y satisfaisant 
a Tequation 

od notre symbole -^ remplace simplement le rapport -^^ Une s^rie 

d'autres theoremes servirait d'une mani^re semblable a r^duire a des 
quadratures d'autres Equations diff^rentielles. Cependant, quoique 
Barrow signale express^ment un tel usage des theoremes de sa onzi^me 
Le^oU; nous serious exposes & T^tendre au deli de ses propres in- 
tentions. Je pr^f^re done m'occuper des questions qu'il propose 
express^ment sous forme de problemes dans le troisieme appendice 
a la 12* Le9on. Les deux premiers de ces problemes se r^duisent 
imm^diatement a I'^quation X- = f{po) , dont nous venous de parler. 

n I'applique par exemple au cas de •^^=^-^=^=1^ qui est r&olu 

par y = a arc cos —^ toutefois sans cette notation. Yient ensuite I'^qua- 
tion St =' f(x) resolue par les quadratures que nous exprimerions par 



/'dx__ tdy 



Barrow ne se borne pas ici a repr^senter le second membre par une 
aire hyperbolique, mais lui attribue expressement les propri^tes 
logarithmiques et y joint quelques applications de la th^orie connue 
des logarithmes. Dans le probleme suivant qui conduit d'une maniere 
semblable aux spirales logarithmiques, il rapporte expressement une 
aire semblable aux logarithmes. Bemarquons encore qu'il d^signe 
expressement comme arbitraire la limite inferieure c de I'aire hyper- 
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bolique. Gela ne vient pas du reste d'un sentiment du besoin general 
d'une constante arbitraire dans Fint^grale d'une ^nation difE&entielle. 
II rintroduit pour ^yiter I'aire hjperboliqne infinie, qu'on obtiendrait 
en prenant simplement zero pour limite inferienre. 

Les problfemes IV — VI se rapportent a des coordonnees i>olaires 
(que nous d^signerons par r et 9): 

Les th^oremes suivants se rapportent a des combinaisons des deux 
especes de coordonnees. 

Tons les problemes se reduisent a des quadratures par une simple 
separation des variables. Barrow a fini par voir qu'il eziste a 
cet %ard une m^thode g^n^rale. Le theoreme IV du dit appendice 
r^duit r^quation 

aux quadratures 

Dans une note ajoutde il appelle ce theoreme faecundissimum et se 
reproche son aveuglement {afiXs^Ca)^ parce qu'il n'a pas vu qu'il comprend 
la plupart des autres, a temps pour en commencer. 

Gitons encore les exemples stuyants des problemes les plus 
compliqu^s que Barrow sache reduire a des quadratures: 

ment x — y 

des abscisses^ et 

s^f{x)—y 

ot. s repr^sente la longueur de la courbe. 

La premiere de ces equations est int^gr^e dans le th^reme XI 27 
par 

la seconde dans le 2^ probleme des additions &ites a la seconde 
^tion de ses Lemons parue en 1674 — 

On Yoit que Barrow ayait ddja traits le probleme inyerse des 
tangentes d'une maniere assez g^nerale pour comprendre toutes les 
communications que fait Leibniz dans sa celebre correspondance ayec 



otl m est le segment x — y -j- intercepts par la tangente sur I'axe 
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Newton (1675 — 1677). Alors Leibniz poss^dait la premiere Edition 
des Lefons de Barrow; mais qu'il n'y puise pas ses suggestionSy ou 
qu'il n*a da moins aucune conscience de suggestions de ce cote, devient 
clair pr^cis^ment par la circon^tance qu'il fait ces communications a 
Newton, et qu'il conserve jusque dans sa demi^re lettre Fillusion de 
dire quelque chose de nouveau a Newton sur cette matiere. II a 
meme sugg^r^ la meme illusion a des lecteurs de notre temps. De 
Tautre cote Newton poss^dait alors sur ce point non seulement tout 
le savoir de Barrow, mais une th^orie gen^nde des equations diffe- 
rentielles. On la trouve dans la Methodus fluzionum, redigee en 
1671, otl ayant observe que seulement en des cas tres particuliers on 
pent r^duire ces Equations a des quadratures, il fait du developpement 
en series la base d'une theorie embrassant toutes ces equations. On 
Yoit du reste, un pen plus tard, dans ses Principes que Newton ne 
neglige nullement de r^duire les questions a des quadratures quand cela 
est possible, et qu'il y possede des moyens beaucoup plus developpes 
que ceux de Barrow. 

Ces diff^rents degr^s jusqu'auzquels les deux ^mules ^taient arrives 
a cette ^poque, ot Newton avait Tavance non seulement de Tage mais 
encore plus celle de la preparation particulifere dans cette direction, se 
presentent dairement dans ladite correspondance. Leibniz communique 
avec empressement a Newton qu'il possede des moyens de r^soudre le 
probleme de DeBeaune, qui avait tant interesse les geometres fran9ais, 
et d'autres problemes appartenant a la methode inverse des tangentes, 
problemes qui ne se presentent pas selon lui a la methode des series in- 
finies que Newton venait de lui communiquer. Newton lui repond qu'il 
n'a pas besoin de cette methode particuliere pour un probleme aussi 
simple, ni non plus dans le cas otl une relation est donn^e entre deux cotes 

du triangle caracteristique (equation diff^rentielle renfermant y et ^J ; 

mais qu'il en sera autrement, si aussi I'abscisse x y entre. D'apres 
la forme de cette r^ponse Leibniz n'a pas absolimient tort en 
lui objectant I'equation St = f{y) — x ; mais comme cette Equation 
rentre dans le cadre de celles que Barrow savait r^soudre (elle 
ressemble a celle de XI, 27), cet exemple n'aura pas etonne Newton, 
qui a voulu dire seulement que les equations contenant toutes les 
deux variables ne sont pas en general reductibles a des quadratures. 
Leur solution genende demande I'emploi de ses series infinies. 

Cependant on ferait tort a Leibniz en n'observant pas que 
pr^cisement cet exemple montre que Leibniz est deja sur le point 
de prendre pour ces questions un point de depart different de celui 
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de Barrow, a savoir celui de faire d^pendre les integrations de resultats 
connus de differentiations. En effet, I'equation en question s'^crit 

et son integration est nne consequence immediate de la fonnule 
qu'il vient de donner pour la diff^rentielle d'un produit. C'est la 
Yoie otL il atteindrait plus tard a d'eminents r^sultats; mais quant 
aux principes c'est pr^cisement la m^thode inventee d^ja par Newton. 

[L'auteur a traite plus completement le meme sujet dans un 
Memoire ins^r^ au Bulletin de FAcademie des Sciences et des Lettres 
de Danemark; en 1897.] 



tfber die neuesten mathematisch-bibliographischen 
Untemehmungen. 



Von 
0. Enestbom in Stockholm. 



Am Anfange dieses Jfthrhunderts waren die bibliographischen 
Hilfsmittel, welche den Mathematikem zu Gebote standen^ yerbaltnis- 
mafsig ziemlich befriedigend. FQr Aufsatze in periodischen Schriften 
und Abhandlnngen gelehrter Gesellschaften konnte man das Reper- 
torium commentationum a societatibus literariis editarum 
(tomus VII, 1808) yon Reuss zu Rate ziehen, und ein Verzeichnis 
der separat herausgegebenen mathematischen Btlcher gab Murhard's 
Litteratur der mathematischen Wissenschaften (I — Y, 
1797 — 1805). In der That war die mathematische Litteratur damals 
wenig umfEingreich und leicht zu Qberblicken, da nur wenige Zeit- 
schriften mathematische Aufsatze enthielten, und die gelehrten Gesell- 
schaften, welche in betracht kamen, das Dutzend nicht betriU^htlich 
fiberstiegen. 

M Laufe des Jahrhunderts haben sich nun diese Yerhaltnisse 
sehr geandert, und zwar auf eine f&r die mathematischen Forscher 
wenig gtlnstige Weise. Nicht ab ob keine neuen mathematischen 
Bibliographieen yon irgend einem Wert erschienen waren. Im Gegen- 
teil sind deren yiele herausgegeben worden, und imter diesen zeugen 
einige yon grolsem Fleifs und Gelehrsamkeii So z. B. haben wir ja 
Poggendorff's Biographisch-literarisches Handworterbuch 
zur Geschichte der exacten Wissenschaften (1863) und die 
kfirzlich (1896) begonnene Fortsetznng desselben yon den Herren 
Feddersen und Oettingen. Anwendbare Bibliographieen sind auch 
das Handbuch der mathematischen Literatur yon Rogg (1830), 
die Bibliotheca Mathematica yon Sohncke (1854) und die gleich- 
namige Schrift yon Erlecke (1872 — 1873). FOr besondere Lander 
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haben Riccardi (1870—1894), Zebrawski (1873—1886) und Bierens 
de Haan (1883) vorzdgliche Biblic^aphieen geleistet. Wer speziell 
die neueste Litteratur zu kennen wunscht, findet in dem Jahrbache 
Uber die Fortschritte der Mathematik und fur die letzten Jahre 
auch in derBe^ue semestrielle des publications math^matiques 
gute Ftlhrer. 

Indes ist es nicht zu leugnen, dafs die bibliographische Arbeit 
im Yerhaltnis zur Entwickelung der mathematischen Produktivitat 
zuruckgeblieben ist. Diese Produktiyitat, wesentlich erleichtert durch 
zahlreiche Fach-Zeitschriften, von welchen die meisten in den letzten 
30 Jahren gegriindet worden sind, hat jetzt eine Hohe erreicht, von 
der man Yor 50 Jahren nicht traumen konnte. Die Anzahl der jahrlich 
erscheinenden Biicher, Abhandlungen und Aufsatze mathematischen 
Inhalts belauft sich jetzt auf etwa 2000, und wahrend des letzten 
Menschenalters sind beinahe 50,000 neue Schriften hinzugekommen. 

Mag es auch wahr sein, dafs nur ein Teil dieser Masse von 
wirklichem Wert ist, so darf auf der anderen Seite bemerkt werden, 
daJk schon dieser Teil quantitativ sehr bedeutend ist, und jedenfalls 
ware es erwimscht, einen bibliographischen Leitfaden zu besitzen, um 
erfahren zu konnen, was auf jedem Gebiete der Mathematik geleistet 
worden ist. Sonst wird es immer ofter eintrefifen, dafs Satze oder 
Methoden ffir neue ausgegeben werden, welche schon frilher von 
anderen Forschem gefunden worden sind, uud auf diese Weise wird 
manchmal nur aus IJnkunde grofse Mdhe unniitz aufgewandt. Zwar 
wfirde nicht einmal der Zugang zu den vortrefflichsten bibliographischen 
Ffihrem diesen "Obelstand vollstandig beseitigen, da ja neue Ent- 
deckungen auch in solchen Schriften niedergelegt werden, welche, sei 
es aus sprachlichen, sei es aus buchhandlerischen GrtLnden, fiast un- 
zu^nglich bleiben, und da es immer Mathematiker geben wird, welche 
sich nicht die Miihe geben werden, sich nach friiheren IJntersuchungen 
geniigend in der Litteratur umzusehen. Aber.in den meisten Fallen 
wfirde doch eine gute mathematische Bibliographic von unschatzbarem 
Nutzen sein, nicht nur fur die Forscher ex professo, sondem auch 
fQr aUe diejenigen, welche aus irgend einem Ghrunde die Resultate der 
wissenschaftlichen Arbeit der letzten Jahrzehnte kennen lemen woUen. 
In der That hat sich das Bediir&is einer solchen Bibliographie mehr 
und mehr erkennbar gemacht, und trotz der grofsen entgegenstehenden 
Schwierigkeiten sind schon Arbeiten zu ihrer Abhilfe in Angriff ge- 
nommen, imd in erster Linie sind zwei mathematisch -bibliographische 
Untemehmungen zu besprechen. Die eine, das Repertoire biblio- 
graphique des sciences math^matiques, das von einer inter- 
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nationalen Kommission redigiert wird, hat sogar schon einige Resultate 
ihrer Wirksamkeit publiziert^ die andere wird seit vielen Jahren you 
dem Herm Oberbibliothekar G. Valentin in Berlin zur Yeroffentlichung 
Yorbereitet. Icb werde mir jetzt erlauben^ einige Notizen dber diese 
zwei IJntemelmmngen zu geben. 



I. Repertoire bibliographique dea Bcienoes mathdmatiques. 

Die InitiatiYe zu dieser Bibliographie ist Yon der ^^Soci^te mathe- 
matique de France^' ergriffen worden^ und der Plan derselben wurde im 
Anfange des Jahres 1885 entworfen.*) Die Bibliographie soUte die 
wiBsenschaftliche Litterator des 19. Jahrhunderts Yerzeichnen^ and die 
Titel BoUten streng systematisch nach dem Inhalte geordnet werden. 
Durch eine EonimisBion liefs die GeBellBchafb darom einen sehr de^ 
taillierten Entwurf znr Elassifizierung ansarbeiten, welcher nach ge- 
bOhrenden VerbesBerongen bei einer Yersammlung in Paris 1889 fest- 
gestellt wurde.**) Die gesamte Mathematik ist in 23 Elassen eingeteilt 
worden; jede Elasse hat wieder eine Anzahl Abteilungen^ diese meist 
wieder Unterabteilungen, sodafs die Anzahl aUer etwa 2000 betrilgt; 
fur jede Abteilung giebt es eine besondere Signatur^ die aus Buchstaben 
und Ziffem zuBammengesetzt ist. Die bibliographische Arbeit wird 
80 ausgeffihrty dafs die Titel auf Earten geschrieben werden^ welche 
mit der betreffenden Signatur Yersehen sind, und wenn es notig ist^ 
werden t^ersetzungen oder Erklarungen hinzugefugt. Urn diese Arbeit 
auszufdhren, wurde eine Eommission Yon 17 Personen gewahlt; die 
Anzahl der Mitglieder der Eommission ist spater durch Eooptation 
Yermehrt worden. 

Urn das eingesammelte Material dem gelehrten Publikum schneller 
zu^^nglich zu machen, hat die Eommission besondere MaTsregeln 
ergriffen. Je nachdem die Mitarbeiter die Titelkopieen einsenden, werden 
diese nach den Signaturen geordnet^ und wenn zehn Titel mit derselben 
Signatur Yorhanden sind^ werden diese auf eine Earte gedruckt.***) 
Wenn 100 solcher Earten fertig sind werden sie herausgegeben; sie 
bilden dann eine sogenannte ^^S^rie^^ des Repertoire. Yier solcher 



*) Siehe EnestrOm, Sur lea bibliographies des sciences math^- 
matiques. Biblioth. Mathem. 1890, S. 89—41. 

•*) Herausgegeben imter dem Titel: Index du Repertoire biblio- 
graphique des sciences mathdmatiques publid par la Commission 
permanente du Repertoire (Paris 1893, XIV u. 80 S. 8^. 

^**) Ausnahmsweise enthalten einige Earten nur neun Titel, wenn einige der- 
selben sehr lang sind. 
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^^Series^^ sind jetzt erschienen*) und der Drack der ftlnften ^^S^rie'' ist bald 
beendet. AuTserdem hat die Eommission im Manuskript noch mehrere 
tausend Titel bereit. Wenn erst eininal das ganze Material gesammelt 
ist, hat man die Absicht, das Repertoire in der Form eines Buches 
herauszugeben. 

Der Plan, welcher auf diese Weise entworfen worden und zum 
Teil auch zur Ausfohrong gekommen ist, hat ohne Zweifel yiele Yer- 
dienste. Die Gewinnung yon Mitarbeitem in den yerschiedenen Landem 
erlanbt, dafs die Bibliographie yoUstandiger werden kann, als wenn sie 
yon einer einzigen Person ausgearbeitet ware, und durch die allmaMiche 
YerofFentlichung derselben auf Earten kann sie frtkher ab sonst den 
Forschem zu^mglich gemacht werden; auch die ausftlhrliche syste- 
matische Elassifizierung, an welcher yiele Spezialisten teilgenommen 
haben, mufj9 als ein entschiedenes Yerdienst des Untemehmens heryor- 
gehoben werden. Jedoch zeigt der Plan der Bibliographie leider auch 
einige Nachteile. Die yielen Mitarbeiter sind im allgemeinen nicht 
gedbte Bibliographen, es wird ihnen darum zuweilen schwer werden, 
beim Ausschreiben der Titel die gegebenen Anweisungen genau zu 
befolgen, und hierdurch entstehen notwendiger Weise gewisse In- 
konsequenzen; auch die Elassifizierung dtlrfbe in yielen Fallen yon den 
yerschiedenen Mitarbeitem nicht nach einheitlichen Grundsatzen aus* 
^efQhrt werden konnen. Die yier schon herausgegebenen „S^ries^ zeigen, 
dafs man die IJnyolIkommenheiten des eingesammelten Materials bei 
der Drucklegung der Earten nur schwer yerbessem kann; Schreib- 
oder Druckfehler kommen auch ziemlich haufig yor. 

Da femer der Druck teils yon der Einsendung der Titel ablumgig 
ist^ teils erst dann besorgt werden kann, wenn zehn zu einer und der- 
selben Abteilung gehorende Titel yorhanden sind, so folgt hieraus, 
dafs man gar nicht weifs, wie yollsl&ndig die herausgegebenen f,86neaf* 
die Litteratur einer gewissen Elasse yerzeichnen; es ist ja moglich, 
dafs sogar die wichtigsten Abhandlungen dieser Elasse noch nicht auf 
den Earten angezeigt sind. 

Was die Anwendung der gedruckten Earten betrifift, so mufs be- 
merkt werden, dafs diese ziemlich leicht ist, so lange nur wenige 
„S^ries^ herausgegeben sind, dafs sie aber um so unbequemer wird, 
je zahlreicher die Earten werden. Nun halte ich es f&r sehr wahr- 
scheinlich, dafs das Repertoire zuletzt etwa 100,000 Titel, also 
ungefahr 10,000 Earten enthalten wird, und diese Earten wtLrden in 
einem Btlcherschranke eine Lange yon ungefahr 2 Metem ausfEQlen. 



*) Ygl. Biblioth. Mathem. 1896, S. 29; 1896, S. 118. 



B. YorbAge der SeldrionsBitzuiigen. 285 

Ans dieser Masse Yon Earten diejenigen heraasznsachen, welche man 
zu sehen wHnscht, wird nicht immer leicht sein, und anch nor das 
Einordnen der neuen Kaiten unter die alien wird yon den Abonnenten 
znletzt nicht ohne Mtlhe ausgef&hrt werden. Bei Benutzung der Earten 
wird femer ein anderer Umstand nicht selten Beschwerde yerorsachen; 
die Abbreyiatoren der Titel der periodischen Scbriften sind namlich 
nicht ganz passend gewahlt worden, sodaGs der Benutzer gezwungen 
ist, bestandig den Schliissel der Abbreviaturen einznsehen, mn nicht 
irre gef&hrt zn werden.*) Zuletzt mag noch erwahnt werden, dafs, 
wenn man nach den bisherigen Yerhaltnissen schlielsen darf, die 
^Series^' des Repertoire sehr langsam dem gelehrten Publikum zu- 
ganglich werden werden, so dafs die letzte ^^S^rie^ wahrscheinlich erst 
in 20 Jahren fertig ist. Dann ist aber bereits wieder eine ganz 
neue Litterator entstanden, welche das Repertoire noch nicht yer- 
zeichnet hat. 

Die t^Tbelstande, welche hier heryorgehoben worden sind, dtirften 
wenigstens zum Teil yermieden werden konnen, wenn man sich ent- 
8chl5sse, fiir die yorlaufige Yeroffentlichiing nicht Earten, sondem 
Lieferongen zu benutzen, deren jede ein ftbr sich abgeschlossenes 
Oanze bildete, and den Inhalt einer gewissen Anzahl yon Gesellschaits- 
Oder Zeitschriften in systematischer Ordnimg yerzeichnete. Filr die 
Ueineren I&ider dtLrfte es angemessen sein, die ganze Litteratur in 
eine einzige Liefenmg znsanmienzTif&gen; ein Gedanke, welcher schon 
gewissermafsen in bezug anf Italien und Polen zur Ausf&hrung ge- 
langt ist, und welchen ich auch recht bald f&r Schweden realisieren 
zu kSnnen hoffe. 



n. Die allgemeine mathematiBelie Bibliographie dee Herm G. YalentiiL 

TJm dieselbe 2ieit als die ,,Societe math^matique de France'^ den 
Plan zum Repertoire bibliographique des sciences mathe- 
matiques entwarf, entschlofs sich Herr Yalentin, eine yoUstandige 
Bibliographie der Mathematik yon der Erfindung der Buchdruckerkunst 
bis auf unsere Tage herauszugeben;**) nur die elementarsten Lehr- 
biicher des 19. Jahrhunderts soUten ausgeschlossen werden. Er begann 
seine Arbeit schon im Anfange des Jahres 1885 und ist seitdem fast 
ohne Unterbrechung damit beschaftigt gewesen. Zuerst beabsichtigte 



*) Ygl. EnestrSm, Biblioth. Mathem. 1896, S. 29. 
**) Siehe EnestrSm, Sar les bibliographies des sciences mathe- 
matiques. Biblioth. Mathem. 1890,8.89. 
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er die Litteratur nor bis zum Jahre 1868 zu yerzeichnen, erweiterte 
aber etwas spater den Plan, Bodafs die Bibliographie jetzt auch die 
letzten 30 Jahre umfafst; kritiscbe BespFechungen mathematiBcher 
Bficher sisd aach darin erwahnt. Um die Titel der separat erschienenen 
Schrifken zu sammeln — Herr Valentin sehatzt die Anzahl derselben 
auf etwa 35^000, wobei er jedoch als eine Einheit ein Bach mit alien 
Aoflagen und Ubersetzungen desselben rechnet — hat er teils mehrere 
der grofsten Bibliotheken in Deutschland nnd im Auslande dnrch- 
forscht, teils eine grofse Anzahl von Bibliographieen und litterarischen 
Zeitschriften benutzi Die Titel der in Oesellachafts- und Zeitaohriften 
erschienenen Abhandlungen and Aufsatze hat er aus mehr als 4000 
Publikationen mit mehr als 120,000 Banden ezoerpiert; die Anzahl 
der betrefFenden Titel sehatzt er auf etwa 90,000, sodals die ganze 
Bibliographie ungefahr 125,000 Titel enthalten wfirde, deren er schoa 
mehr als 100,000 gesammelt hat, and mit den noch iibrigen hofit er 
vor Ende dieses Jahres fertig zu sein. Dann braucht er etwa drei Jahre 
fQr die Bedaktion seiner Sammlungen und noch ungefahr vier Jahre filr 
den Druck, so dais die ganze Arbeit voraussichtlich um das Jahr 1904 
fertig sein wird. Die Titel soUen teils alphabetisch nach den YerfiEisser- 
namen, teils systematisch nach dem Inhalte geordnet werden, und Herr 
Valentin berechnet, dafs die Bibliographie vier Bande a 50 Bogen 
Lexikon-Oktav doppelspaltig umfassen wird. 



Die zwei soeben genannten Untemehmungen beziehen sich nur 
auf die schon vorhandene Litteratur. Zwar stellt der Plan des 
Repertoire Supplemente in Aussicht, deren jedes zehn Jahre um- 
fassen soU; wenn aber das Repertoire selbst erst in 20 Jahren fertig 
ist, so konnen die jetzt lebenden Forscher kaum hoffen, von den 
Supplementen irgend einen Nutzen zu haben. Die zwei schon friiher 
erwahnten Publikationen: Jahrbuch Uber die Fortschritte der 
Mathematik und Revue semestrielle des publications math^- 
matiques sind ja sehr wertvoU, enthalten aber auch Referate, und 
konnen darum nicht so frfihzeitig erscheinen, als zu wiinschen ware; 
das Jahrbuch ist iibrigens fiir rein bibliographische Zwecke etwas 
unhandlich, und die Revue umfafst nicht separat herausgegebene 
Schriften. Daher ist es wfinschenswert, far die kiinftige Litteratur 
ein neues bibliographisches Hilfsmittel zu bekommen. In der That ist 
ein solches wirklich in Aussicht gestellt durch den bibliographischen 
Eongrels, der auf Yeranstaltung der ^Royal Society'^ im vorigen Jahre 
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in London abgehalten wurde. Dieser Kongrefs beschlofs namlich eine 
bibliographisclie Arbeit Torzubereiten^ welche alle vom Jahre 1900 ab 
erscheinenden wissenBchaftlichen Schriften yerzeichnen sollte.*) Diese 
Bibliographie soil in erster Linie aystematisch nach dem Inhalte der 
Schriften geordnet werden. Die Titelkopieen soUen yon Mitarbeitem 
in den verschiedenen Landem yerfertigt luid damach in London auf 
Earten gedruckt werden; yermutlich hat man die Absicht^ jeder solchen 
Earte eine beaondere Signatnr zn g^ben, damit es den Abonnenten 
moglich sein wird^ die Earten nnmittelbar zn ordnen. Zuletzt soUen 
samtliohe Titel in einem Eataloge gedruckt werden, geordnet sowohl 
nach dem Inhalte, ala aach nach dem Namen des Yerfassers. 

Da noch nichts gethan ist, am die Beschliisse des Eongresses 
anszofiihren, ist ea kaum moglich^ den Wert derselben zu beurteilen, 
68 scheint mir aber, als ob deren Realisierang sich nicht allzn leicht 
ndrd yollziehen lassen. Znerst wird es ohne Zweifel sehr schwierig 
werden, in jedem Lande interessierte, sachknndige imd standige Mit- 
arbeiter zu finden; nicht yiel leichter ist es, ein passendes System fdr 
die Elassifizierung aufzustellen und bei der bibliographischen Arbeit 
diese Elassifizierung richtig zu benutzen. Fftr die Abonnenten wird 
es miihsam sein, die yon Zeit zu Zeit erscheinenden Earten unter die 
alten einzuordnen. Bemerkt sei auch, dafs die Earten einen betracht- 
lichen Raum in den Biicherschranken fordem werden; ftir die Mathe- 
matik wird jahrlich eine Lange yon etwa 30 bis 40 Gentimetem, also 
in 10 Jahren etwa 3 bis 4 Meter in Anspruch genommen werden. 
Yiel besser ware es darum, meiner Meinung nach, statt Earten ge- 
wohnliche Jahresbibliographieen herauszugeben, geordnet nach den Yer- 
fassemamen und mit einem systematischen Register yersehen, aber 
daran scheint man bisher gar nicht gedacht zu haben. Freilich zeigen 
auch die Yerhandlungen des Eongresses, dais man den Plan des Unter- 
nehmens noch nicht naher pracisiert hat. 

Ich furchte also, dafs man yon den Beschliissen des Eongresses 
wenig Oewinn fQr die mathematische Bibliographie erwarten darf, und 
jedenfalls wiirde es sehr gut sein, wenn man eine besondere mathe- 
matische Jahresbibliographie bekommen konnte. Diese wfirde am 
leichtesten hergestellt werden, wenn sie alphabetisch nach den Yerfasser- 
namen geordnet ware und dazu ein systematisches Register enthielte, 
also ganz wie , die gewohnlichen Buchhandlerkataloge. Jede solche 



*) Siehe Report of the proceedings at the international conference 
on a catalogue of scientific literature, hold in London July 14 — 17, 
1896 (London 1896, B% 
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Jahresbibliographie wilrde etwa 200 Oktavseiteii umfassen und sollte 
Yor dem Ausgang des folgenden Jahres erscheinen; je 10 Jahresh 
bibliographieen soUten spater zu einem systematischen Eataloge bear- 
beitet werden. 

Au8 dem, was ich hier angef&hrt babe, geht bervor, dab wir 
boffen kSnnen, in wenigen Jabren ein, soweit moglicb, yoUstandiges 
Yerzeicbnis der matbematiscben Litteratar bis zum Jabre 1897 zu 
bekommen, dafs aber nocb nicbts getban ist, um diese Bibliograpbie 
auf die, meiner Ansicbt nacb, passendste Weise, namlicb dorcb Jabres- 
kataloge, uninittelbar fortzusetzen. Die bauptsacblicben Scbwierigkeiten 
dabei sind natttrlicb teils das notige Geld berbeizuscbaffen, teils einen 
Bedaktenr zu finden. Ob der erste intemationale Matbematiker-Eongrefs 
etwas dazn beitragen kann und will, weils icb nicbt; vielleicbt ware 
es moglicb, durcb eine Besprecbung innerbalb dieser Sektion etwas 
bierUber zu erfabren. Icb selbst babe keinen Antn^ in dieser Hinsicbt 
zu stellen, sondem beabsicbtige nur, die Aufinerksamkeit auf eine, 
meines Eracbtens wicbtige, Frage zu lenken. 



Apercju sur le d^veloppement historique de la theorie 
des courbes planes. 

Par 
O. LoRiA a Oenes. 



Les origines de la th€orie des courbes planes se perdent dans la 
ntdt des temps: la contemplation da mouvement des astres et de la 
obute des corps^ I'obseryation du chemin rectiligne de la lumi&re et 
de I'ombre projet^e par les corps opaques, et autres phenomenes du 
meme genre font naitre en tons ceuz qui out des yeux pour voir et 
un jugement pour comprendre, Tidee de ligne, soit comme trace laiss^ 
par un point en mouvement, soit comme ce quid qui s^pare une portion 
de surfiEM^e d'une portion contigue. Et, en effet, tons les anciens monu- 
ments, qui sont les debris de ciyilisations disparues, portent dessin^es 
sur leurs parois des courbes ou presupposent dans leur construction 
I'emploi de ces figures. N'essayons done pas d'indiquer la personne 
ou meme le peuple auquel on est redevable de la conception de ligne; 
le grand livre de Thistoire resterait muet devant quiconque Tinter- 
rogerait sur ce point. Bomons-nous pourtant a signaler chez tons 
les peuples qui ont atteint un certain degr^ de d^veloppement intel- 
lectuel, non seulement Tid^ de ligne droite et de circonference, mais 
encore des essais pour mesurer la longueur de cette ligne et la surface 
de la portion de plan limit^e par eile. 

Un terrain plus solide trouye sous seis pieds celui qui desire remonter 
aux sources de la theorie des sections coniques; car c'est a M^nechme, 
miutre d^Alezandre le Grand, qu'est dd la d^couverte de la cAebre 
triade dont vingt siecles d^etude assidue et presque incessante n'ont 
su£Q a d^couvrir toutes les propriet^s. M^nechme, parvient-il aux 
sections coniques en coupant un cone circulaire droit, ou bien les 

Yerh. d. 1. internat. JCath.-KoDgr. Zflrioh 1897. 19 
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a-t-il traces par points pour r&toudre le probl^me de la duplication 
du cube? La reponse est ambigue. Mais il est important de remarquer 
que, quel qu'ait et^ le proced^ de MAitehme, la g^om^trie se sera par 
consequence enrichie au moins d'une m^thode qui, convenablement 
g^n^ralisee, mene a un grand nombre de courbes nouvelles; c'est- 
a-dire ou de celle qui consiste dans Top^ration de couper par des 
plans une surface connue, ou de celle par laqueUe on ^tabUt une 
correspondance univoque entre une courbe donn^e et sa projection 
centrale, ou enfin de celle qui revient a d^montrer une relation m^trique 
satisfaite par tons les points d'une courbe rapports a certains dements 
fixes. Le premier de ces proc^des i 6t6 appliqu^ par un geometre 
qui appartient i la meme ^poque qu'ApoUonius de Perge, c'est-a-dire 
Pers^e, auquel on doit la d^couverte des courbes spiriques; le 
deuxieme inspira a Newton sa c^febre classification des courbes du 
troisi^me ordre, et pent se considerer comme le fondement de toute la 
g^om^trie projectiye; enfin dans le dernier on aper9oit le germe le 
plus recul^ de la geometric analytique. 

Toutefois ces m^thodes, quoiqu'elles aient et^ appliques, d^velopp^ 
et aussi transform^s par Apollonius dans le grand ouyrage qu'il con- 
sacra aux sections coniques, revAerent leur extraordinaire fecondit^ 
seulement plusieurs siecles apr^s M^nfechme; et ce n'est pas d'elles que 
se servirent les anciens g^ometres pour enrichir la collection des courbes 
planes particuli^res; ils donnerent, au contraire, la pr^f^rence k la m^- 
thode cin^matique, ce qui ne doit causer aucune surprise, car, en 
demi&re analyse, comment peut-on d^finir une ligne, sinon en sp^ifiant 
la loi qui gouveme le mouvement du point g&ierateur? . . . Et c'est 
pr^is^ment par la composition d'un mouvement de rotation d'une 
droite avec un mouvement progressif d'un point ou d'une droite que 
naissent la quadratrice con9ue par un sophiste contemporain de 
Socrate (Hippias d'J^lis)*), la spirale imaging par ArchimMe et la 
conchoide de Nicomede.**) 

Mais cette demiere courbe, si elle a 6te d^finie par le moyen 
de mouvement, a 6t6 confue dans le but de r^oudre les problemes 
de la duplication du cube et de la trisection, qui ^taient les fantomes 
qui bantaient le sommeil des anciens g^ometres; dans un but semblable 



*) Yoildi la premiere courbe con9ue en ^tudiant le probl^me de la quadra- 
ture da cercle; de la m§me sonrtie d^conl^rent la quadratrice de Tschimbanseu, 
les paraboles virtaelles, de G. k S^ Vincentio, etc.; on connatt une quadratrice 
de rhyperbole ayant une origine semblable. 

**) C'est la premiere des courbes qui, k cause de leur forme, a re9U 
le nom de conchoide. 
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a ^t^ cr^e la cissoi'de de Diodes, cette courbe remarquable dont 
Newton d^couyrit plus tard une si ^l^gante g^n^ration organique. Et 
il est bon de remarquer que par rinvention de la cissoide, comme par 
celle de la concboide; la g^om^trie s'enricbit d'une metbode excellente 
pour deduire d'one courbe quelconque une autre courbe, metbode a 
laquelle doivent la vie non seulement des courbes particulieres im- 
portantes, telles que le limafon d'Etienne Pascal et la cardioide de 
Gastillon, mais des classes entieres, telles que celles des courbes cis- 
soidales et des concboides en general. En outre, la cisso'ide et 
la concboide sont les premiers elements des longues series de courbes 
trisectrices et de courbes duplicatrices. 

Transmigrations de peuples, guerres de conquete, luttes religieuses 
et, aprte, les etudes d'erudition empechent pour un certain temps les 
tranquilles meditations des mathematiciens et absorbent pour euTiron 
quinze si^cles toute ractivit^ du genre bumain; en consequence, les 
germes jet6a par les g^om^tres de la periode d'or de la geometric 
grecque restent steriles et le patrimoine de la g^om^trie non seule- 
ment est stationnaire, mais souffre de dilapidations tres regretUbles; 
en effet, n'est-ce pas dans cette ^poque oiX la force brutale domine sur 
la raison, ot lliumanite semble perdre la prerogative presque divine de 
comprendre la sublimite de la science abstraite, n'est-ce pas dans cette 
^poque, dis-je, que disparurent les oeuvres telles que les Lieux plans 
d'ApoUonius, les Porismes d'Euclide et Dieu sait combien d'autres, 
dont les titres et les noms des auteurs n'ont pas meme survecu? 
Le transport en Europe, effectu^ par les Arabes, des d^ris de la 
science beilene qui se sauv^rent de Fimmense naufrage scientifique, 
produit par la domination des Bomains et par Tinvasion des bar- 
bares, reveille dans les Occidentaux Tesprit de la recbercbe de la 
v^rite auparavant assoupi; T^tude des courbes planes est bientot remise 
h I'ordre du jour, elle recommence a donner matiere aux meditations 
des matbematiciens et re9oit bientdt une transformation et un d^ve- 
loppement extraordinaire par Descartes et Fermat. G'est la metbode 
des coordonn^es, la sorci^re qui op^e cette merveilleuse transfiguration! 
En effet, cette metbode non seulement foumit un procede uniforme 
pour repr^senter symboliquement une courbe quelconque, mais rendit 
concevable et possible une th^orie gen^rale des courbes planes; elle mit 
dans les mains de tout le monde un instrument cr^ateur d'innombrables 
figures g^ometriques; eUe d^mocratisa la g^ometrie, car, tandis que Tan- 
cien regime ne concedait que des ressources tr^s bom^es, meme aux 
imaginations les plus ardentes, sous le nouveau il fut possible a tons 
d'etudier des courbes nouvelles, car Fequation d'une courbe est un ^crin 

19* 
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qui renferme toutes les proprietes d'une courbe et dont chaqne g^omfetre 
possfede la def. Des ce moment T^tude d'une courbe devient la m^me 
chose que Tetude d'une fonction^ tout progr^s de Tanalyse se reflate dans 
un progres de la g^om^trie, deux fleuyes qui s'^coulaient auparavant paral> 
lelement se reunissent pour former une majestueuse riviere: la th^rie 
des variables continues. G'est a cette memorable union que doivent 
leur vie un grand nombre de lignes remarquables, telles que le 
folium Gartesii, les perles de Sluse, les paraboles et les hyper- 
boles d'ordre sup^rieur, les spirales de degr^ sup^rieur^ etc., et 
encore la courbe logarithmique, la sinusoide, la courbe des 
tangentes; la courbe hyperg^ometrique d'Euler, etc. 

Get instant, oil la nouvelle th^orie des courbes planes se trouye 
a son ^tat naissant, est extremement interessant pour Thistorien qui 
pent constater, d'un cote la prodigieuse fertility d'une id^e unique trte 
simple, et se trouve d'autre part en mesure de se former une id^ des 
nombreux et importants perfectionnements qu'elle a subi ensuite. Nous 
qui manions ayec une si grande siiret^ le nouyel instrument, qui 
yoyons nos el^yes meme Temployer ayec aisance aprfes quelques mois 
d'etude, nous ayons de la peine k conceyoir les diffictdt^s qu'ofiaient 
aux premiers g^om^tres de la p^riode cart^sienne Tusage des coordon- 
nees, k nous imaginer leur incertitude dans I'emploi des signes de 
Fabscisse et de Tordonn^e et leur effi*oi pour les yaleurs infinies des x 
et des y! Lliistoire de la geometric pr^sente plusieurs faits qui 
t^moignent de cet strange etat de choses; il est bon d'en citer ici an 
moins quelques-uns. Roberyal croit mettre parmi ses titres de gloire 
d'ayoir d^termin^ la forme de la feuille de Descartes et ne s'aper^oit 
pas qu'il s'est completement tromp^ en ajoutant a la boucle fermee 
trois boucles egales et en supprimant les branches iniBboies; Descartes, 
pour confondre ses adyersaires, leur fait croire que deux courbes 
representees par deux certaines Equations qui n'ont pas la m^me 
forme sont diff^rentes entre elles; dans la figure qui explique un 
passage d'une lettre de F. de Yerdus a E. Torricelli, on trouye agreg^ 
a la strophoide sa sym^trique, que Tecriyain croyait n^cessaire pour 
completer la courbe consider^e; et m&me dans la correspondance 
entre Huygens et des g^om^tres tels que Leibniz et B. de Sluse, ne 
trouye-t-on pas des passages qui montrent qu'ils ne connaissaient pas 
bien la forme de certaines perles et ^quiyoquaient sur le signe de la 
sous-tangente? . . . Ges circonstances, desquelles nous ne pouyons que 
faire mention en passant, deyront etre recueillies ayec soin et analys^es 
completement par le futur historien de la methode des coordonnees. 
Nous les abandonnons pour remarquer comment a I'^poque oik r^gnerent 
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Descartes et Fermat commencirent a germer les semences du calcul 
infinitesimal qu'Ardhim&de avait jet^es et qu'un terrain sterile avait 
conserves intactes pendant des centaines d'annees; et c'est pr^sement 
a cette ^poque que la th^orie de certaines courbes particulieres ac- 
complit des progr^s de la plus haute importance, progr^s qui, en 
langage modeme, peuvent se designer comme determinations de la 
nature analytique de certaines fonctions qu'on rencontre dans la geo- 
metric En effet, n'est-elle pas de cette esp^ce la recherche qui con- 
duisit Pascal a condure que tout arc de parabole est egal en longueur 
a un arc convenablement choisi de spirale d'Archim^de et vice-yersa? 
Quelques lignes de calcul sont aujourdliui suffisantes pour verifier 
I'exactitude de cette proposition; mais quelle penetration d'esprit etait 
necessaire pour aperceyoir Fidentite d'arcs apparemment si differents! 
d'autant plus que le probleme de la rectification d'une courbe est 
un de ceux qui ayaient brise les armes des anciens geometres, un 
probleme en presence duquel Archimede lui-meme avait it. se de- 
clarer yainou. 

Le resultat inespere atteint par Tauteur des Pen sees encouragea 
les mathematiciens a essayer de mesurer les lignes qui ne sont pas 
droites ou du moins a s'efifbrcer de comparer entre elles des lignes 
differentes. Nous yoyons, en consequence, immediatement apres Pascal, 
Fermat generaliser le theor^me rapporte ci-dessus, en etablissant que 
tout arc d'une parabole d'ordre superieur est egal a un arc con- 
yenablement choisi d'une de ces spirales qu'il ayait obtenues en 
generalisant la definition de la spirale d'Archimede. Et pen de temps 
apr^ presque dans le meme temps et independamment les uns des autres, 
le Fran9ais Fermat, I'Anglais Neil et le HoUandais yan Heurat decouyrent 
la premiere courbe algebrique ezactement rectifiable: la parabole semi- 
cubique *) Cette memorable decouyerte conduisit plus tard le comte de 
Fagnano a la conception d'autres paraboles ot se trouyent des couples 
d'arcs dont la difference est rectifiable, et a ces grandes recherches 
sur la rectification de I'ellipse et de la lemniscate, qui sont un splen- 
dide prelude et une preparation ef&cace a la theorie des fonctions 
eUiptiques. II faut ajouter que les nombreuses recherches sur les 
courbes dont la rectification depend de fonctions donnees d'ayance sont 
d'une nature analogue: parmi les fruits qu'elles ont donnes, il suffit 
de citer la decouyerte des courbes de Serret et des spirales 
sinusoides. 



*) Auparayant E. Torricelli avait remarqu^ que la spirale logarithmiqae 
est exactement rectifiable. 
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Le proG^de enseigne par la g^om^trie cart^sienne pour obtenir des 
nouvelles courbes particulieres ne laisse pas apercevoir une liaison 
directe entre la forme de F^qoation et Taspect de la coorbe^ et en 
general ne conduit qu'ayec une peine extreme a quelque generation 
organique de celle-ci. Par consequence^ on ne doit pas s'^tonner si un 
g^ometre — Guido Grandi — s'est propose T^tude de certaines courbes 
(les rodonnees) dont la forme g^n^rale 6tait connue d'avanoe*), sans 
§tre autrement definies; si quelques savants revinrent aux m^thodes des 
anciens pour etudier certaines courbes; si d'autres eurent recours de 
nouveau a la m^tbode cinematique. Gomme preuyes de ce retour nous 
citons les beaux travaux de Lahire, aujourd'bui trop peu ^tudi^s^ en 
fixant en particulier notre attention sur ceux qui ont pour objet les 
concboi'des en general Gomme preuves du rappel en activite de 
service de la m^thode cinematique, nous citons la m^thode des tangentes 
imagin^e par Boberval et Tinyention d'une innombrable suite de courbes 
telles que la cyclo'ide ayec toutes les courbes analogues: epicy- 
clo'ideS; bypocyclo'ides, roulettes en g^n^ral (engendrees par 
un point inyariablement relie a une courbe qui se d^roule sur une 
courbe fixe), et glissettes (engendrees par un point ou enyeloppees 
par une courbe inyariablement reliee k une courbe dont deux points 
glissent sur deux courbes fixes**)); auxquelles on pent ajouter cer- 
taines courbes, plus generales que la spirale d'Arcbimede, con9ues par 
Glairaut, les courbes de poursuite ou courbes du cbien, et certaines 
autres lignes peu connues (rep to ires) que Jean Bernoulli engendre 
par le mouvement d'une courbe qui se deplace en se conseryant parallele 
a elle-meme et toujours tangente a une courbe donnee. 

Ges inyestigations conduisirent indirectement a de nouyelles con- 
clusions et a de nouyelles recbercbes qui ont, aujourd'bui une place 
marquee dans les fastes de la science geometrique. En passant sous 
silence les propositions sans nombre que les cultiyateurs de Tanalyse 
appliquee a la geometric etablirent sur le trace des tangentes, le 
calcul des aires et la mesure de certaines longueurs — propositions qui 
par leur elegance sont dignes d'etre comparees a celles qui ont donne 
a Arcbim^de une renommee etemelle et qui sont malbeureusement 



*) Quoique cette question soit un pea indeterminee elle n^est pas moins inte- 
ressante comma appartenant h un type assez rare d^nn problems sur lequel Auguste 
Comte insiste avec tant de soin dans sa Geometric analytique. Un cas 
particulier de cette question a ramene Euler k la decouverte de ses courbes 
triangulaires et orbiformes; on autre au trifolium pratense de M. Bro- 
card et aux courbes botaniques de M. HabenicM. 

**) Comme exemple de glissette je cboisis la courbe de Watt. 
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oubli^ par les modemes, qui ne sayent plus en imaginer d'aussi 
belles — ; en taisant, dis-je, de ces r^sultats de detail, 11 faut remarquer 
une categorie d'^tudes toute uouyelle. Aprfes ayoir decouvert le tauto- 
chronisme de la cydoi'de et remarque que cette courbe est aussi la 
brachistocbrone dans le vide, on pensa i cbercber des courbes qui^ 
au lieu de poss^der certaines qualit^s g^om^triques (telles sont par 
exemple celles qui doivent leur existence au c^ebre probleme de Beaune), 
sont douses de propri^t^s m^caniques donn^es d'ayance: de cette idee 
naquirent le probleme de la courbe de descensus aequabilis, r^solu 
par la parabole semi-cubique, le probl^e de la courbe funiculaire, 
r^solu par la cbainette, le probl&me de la courbe elastique, r^solu 
par la m&me courbe que le probleme de la courbe lint^aire, et le 
probleme leibnizien de Tisocrona paracentrica: il ne faut pas oublier 
non plus une question qui conduit a la tractrice et une autre tres 
g^n^rale propose par Jean Bernoulli et r^olue par ces courbes qu'on 
appelle aujourdliui, suiyant B. Peirce, tautobarides et baritropes. 
Et a ces courbes, que j'ai coutume d'appeler pbysico-matb^matiques, 
on pent joindre les oyales de Descartes^ consid^r^es comme lignes 
aplanatiqueS; les oyales de Cassini, consid^r^es comme pr^tendues 
representations des trajectoires des astres^ la cbainette d'^gale resis- 
tance de Goriolis, les courbes de Lissajous, la concbospirale, 
la courbe de M. Gomu que M. Cesaro appelle clotboi'de, la cocleoide, 
et en g^n^ral les caustiques par refraction et reflexion. 

G'est ici Tinstant de remarquer que la metbode des coordoun^es 
non seulement conduit directement k une infinite de courbes particu- 
li^s, mais ofire un proc^d^ pour transformer cbaque courbe dans 
une autre; c'est un precede dont Yarignon eut le premier une idee 
complete et claire et qui consiste simplement dans I'^cbange, dans 
r^quation cart^sienne d'une courbe, des yariables dans les coordonnees 
polaires. G'est h I'application de ce proc^d^ si simple qu'on pent faire 
remonter Torigine (pour ne citer que les courbes les plus connues) de 
la spirale logaritbmique, de la spirale byperbolique et de la 
spirale parabolique. 

La metbode de Descartes et de Fermat, quoiqu'elle soit d'une utilite 
qu'on essayerait en yain de nier, et que d'ailleurs personne ne conteste, 
ofire des inconyenients indiscutables. Le premier consiste dans la neces- 
site de consid^rer constamment les axes coordonnes, elements strangers 
et quelquefois embarrassants. Les essais pour rem^dier a ce d^faut 
remontent au moins it la fin du si^cle dernier. En effet Lacroix, dans la 
preface de son grand Traits du calcul diff^rentiel et du calcul 
integral (Paris 1797) ^criyait (p. XXV): «En ^cartant ayec soin toutes 
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les constractions g^om^triqueS; j'ai touIu faire sentir au lecteur qn'il 
existoit une mani^re d'envisager la O^om^trie^ qu'on pourroit appeler 
G^om^trie analytique, et qui consisteroit a deduire les proprietes 
de r^tendue du plus petit uombre de principes, par des m^thodes 
purement analytiques, comme Lagrange I'a fait dans sa M^canique a 
regard des propri^t^ de F^quilibre et du mouyement.» Gette tendance 
de la g^m^trie, poursuivie par des maitres tels que Hesse et Clebscli, 
finit par identifier I'etude des courbes planes avec la th^orie des formes 
temaires alg^riques; on doit & elle presque toute la theorie g^nerale 
modeme des courbes alg^riques et meme quelques courbes particuli^res 
(par exemple les quartiques de Glebscli-L&-otli, de Brioschi et de Gapo- 
rali)^ par consequent, il est tout a fait inutile de s'arreter a en exposer 
les quality hors ligne. Toutefois, cette complete algebrisation de la g4o- 
m^trie ne satisf ait pas encore le desir de s'emanciper de la consideration 
continuelle des axes coordonn^s, c'est-a-dire le desir de poss^er une 
geometric analytique qui op^re exclusivement sur des A^ments inberents 
aux courbes ^tudi^s. Leibniz s'efE6r9a de le satisfaire par sa «Garac- 
teristica geometrica»; Grassmann y r^ussit, en developpant et per- 
fectionnant les id^s yagues du rival de Newton, en errant ainsi son 
renomme «Galcul g^om^trique>. Le m§me but se proposerent ceux 
qui s'efforc^rent de representor une courbe par une Equation otk il n'y 
a rien d'artificiel, mais seulement des elements dependants de la nature 
meme de la courbe, tels que Fare et le rayon de courbure, ou bien 
les rayons de courbure d'une courbe et de sa d^veloppee. Les origines 
de cette m^tbode sont bien anciennes; en effet, Lacroix, d^s 1798, 
apres en avoir expos^ une application due a Euler, remarque: « Gette 
mani^re de presenter F^quation d'une courbe^ est remarquable en ce 
qu'elle n'employe que des quantit^s absolument inb^rentes a la courbe 
propos^e, et qu'eUe ne laisse d'arbitraire que le choix du premier 
point. »*) Gette m^me maniere est employ^ dans deux ouvr^es, parus 
tons les deux en 1835, dont Tun est de A. Peters et Tautre de 
G. G. F. Erause, mais qui eurent un si mediocre succ^s qu'on pent 
dire qu'ils seraient tomb^s dans un complet oubli si Flicker ne les 
ett pas cit^s incidenmient dans sa Tbeorie der algebraischen 
Kurven (Bonn 1839, p. 206). A un niveau bien plus fleve se trou- 
vent les recberdbes analogues de M. H. Onner, auxqueUes seulement la 
publication par des joumaux pen repandus empecba d'exercer toute 
Finfluence dont elles ^taient capables. Mais le geom^tre h qui la nou- 
velle m^tbode de g^ometrie analytique doit un corps de lois qui en 



*) Traits da Calcol diff^rentiel et du Calcul int<Sgral, t. II, p. 392. 
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assurent le fonctionnement r^galier eat M. GesiLro, qui consacra a cette 
branche de la g^om^tiie g^n^rale, qu'on appelle aajoardliai g^om^trie 
intrins^que, un grand nombre d'articles detaches et enstdte un liyre 
excellent. Nous avons era devoir nous arrgter un instant a signaler les 
phases de d^veloppement de ce nouveau point de vue d'otl Ton pent con- 
sid^rer la g^om^trie analytique, parce qu'il donne un nouyeau proc^d^ — 
qui rappelle celui de Yarignon — pour arriyer k des courbes nourelles, et 
qui consiste simplement dans la substitution des coordonn^es intrins^ues 
aux coordonn^es cartesiennes ou polaires dans I'^quation d'une courbe. 
Ajoutons que tr^s frequemment, apr^s avoir obtenu T^uation intrinseque 
d'une courbe^ on arriva i. concevoir des generalisations dont elle est 
susceptible^ auxqueUes on serait parvenu trfes difficilement par quelque 
autre voie; c'est pr6ci8ement ainsi qu'on est arrive aux cardioides 
etoil^es et aux pseudo-cycloides^ aux pseudo-tractrices et aux 
pseudo-chainettes. 

Si nous ajoutons a ces proced^s createurs ou g^neralisateurs, de 
nature essentieUement analytique, celui qui consiste dans I'application 
a une courbe donnfo d'une transformation gfometrique connue*), celui 
qui a pour base la recherche des courbes qui correspondent a elles- 
memes dans une transformation donn^e (courbes triangulaires, 
courbes autopolaires^ courbes W de Klein et Lie, courbes 
anallagmatiques, etc.) et enfin celui qui derive de la representation 
geometrique des nombres complexes (courbes a centre, courbes 
rhiziques, stelloides, cassinoi'des de degr^ superieur, etc.), nous 
aurons ^puise Tenumeration des grandes routes qui ont ete parcourues 
par les savants qui enrichirent la collection des courbes particulieres; 
elles peuvent Stre aussi battues, meme a present par ceux qui voudront 
les imiter. 

Mais Textension toujours plus grande que prenait chaque jour ce 
recueil et la variete de ces elements, fit nutre et rendit chaque jour 
plus vif le d^sir d'y mettre un pen de bon ordre, et plus imperieux 
le besoin de les soumettre a des lois communes. Les classifications, 
d^sormais classiques, des courbes du 3® et du 4^ ordre sont des preuves 
de ce d^sir; et les expositions methodiques de la th^orie des courbes 
algebriques qu'ecrivirent Euler et Cramer, il y a un si^cle et demi, 
montrent combien ancien est ce besoin. A ces expositions le siecle 
present en a ajoute trois excellentes: une analytique de Pltlcker, une 

*) Panni ces transformations je mats aussi celles qui fond correspondre k 
une courbe sa d^velopp^e, ou une courbe parall^le, ou une pod aire, ou 
une caustique, etc.; en autres courbes r^sultantes d'Aoust, les aroldes de 
M. E^sal, etc. 
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qu'on peut dire ^clectique de M. Salmon^ et une semi-synth^tique ou 
pseudO'Bjnthetique de M. Cremona. Les flements d'une exposition 
purement geometrique ont d^ja et^ prepares et recueiUis par B. de 
Paolis et E. Eotter: ils n'attendent qu'une elaboration ult^rieure pour 
donner le r^sultat desir^. 

Ge qui manqne encore compl^tement est nne th^orie des conrbes 
non-algdbriques^ embrassant^ sinon toutes les conrbes transcendantes, 
du moins le plus grand nombre d'elles et d'autres analogues (par 
exemple toutes les conrbes representees par une Equation de la forme 
y = fonction entiere transcendante de x)] certains theor^mes que 
M. Schoute a recemment ^nonces*) sont peut<§tre les premiers essais 
en ce sens; puisse le XX"'' siede ajouter d'autres propositions encore 
plus importantes, de mani^re qu'une th^orie gen^rale des conrbes 
transcendantes ne soit plus, comme aujourd'hui, une aspiration inassouvie! 



*) L'lnterinddiaire des math^maticiens, t 11, 1896, p. 7. 



C. Vortrftge der zweiten Hauptversammlung. 



Logica matematica. 

Di 
6. Pbano a Torino. 



L' aiitore & omaggio ai sig. congressisti del sue opuscolo «Logique 
math^matique>, che costituisce il § 1 del tomo 11 del cFormulaire 
de Maih^matiqiies>. 

Accenna alia lunga serie di filoBofi e matematiel^ da Aristotele^ 
LeibniZ; fine ai nostri giomi (pag. 18 dell' opusculo)^ cui si deve l6 
syiluppo di questa nnova scienza. 

La yia pii!l breve per farsi una chiara idea della Logica mate- 
matica^ del suo 8copOy delle sue applicazioni, e dei suoi confini^ h di 
yederla in azione; il che non e difficile. 

Livero lo studio di essa non esige studii precedenti; anzi si in- 
comincia colla tabula rasa di tutte le idee^ eccettuate alcune poche^ 
enumerate alia pag. 3, ed ivi indicate con simboli convenzionali, che 
r autore legge. 

Questi simboli sono sufificienti ad esprimere ogni idea ed ogni 
proposizione, senza dover oltre ricorrere al linguaggio ordinario. 

Percid V autore invita a leggere, e legge, le principali proposizioni 
contenute nell' opusculo. 



Zur Frage des hOheren mathematischen Unterrichts. 

Von 
F. Klein in G5ttingen. 



Der mathematische Eongrefs neigt sich seinem Ende zu. Wenn 
es yerfrfiht ist^ yon seinen Besoltaten zu sprecheii; so dUrfen wir doch 
einer Empfindung Ausdruck geben, die einen jeden von uns beherrsdit. 
Es handelt sidi um den fiberwaltigenden Eindruck der Mannigfaltig- 
keit mathematischer Auffassungen und Interessen^ die eine Bezugnahme 
von Mathematiker zu Mathematiker aufserordentlich erschwert. Die Ver- 
schiedenheit der Sprache tritt fast zur&ck hinter der Yerscliiedenheit 
der mathematischen Denkweise. 

Und doch lebt in uns Allen ebenso deutlich der Wunsch nach 
Verstandigung. Hierfiir giebt es keinen besseren Beleg, als die grofse 
Zahl der Festgenossen^ die sich zu diesem ersten intemationalen Eon- 
gresse zusammengefunden hat. Wir mochten versuchen, unsere Wissen- 
schaft als eine grofse Einheit^ als eine Harmonie zu begreifen^ und 
dieses nicht nur um der philosophischen Erkenntnis willen, sondem 
auch von der praktischen Einsicht auS; dais wir die Geltung unserer 
Wissenschaft nach aufsen hin zu sichem und vielfach wiederzugewinnen 
haben. 

XTnter diesen XTmstanden mag es gestattet sein, einige Ideen darHber 
vorzutrageu; wie wir im Sinne des so bezeichneten Bedurfiiisses die 
wissenschafliliche Yorbildung des mathematischen Nachwuchses in g&- 
eignete Wege mochten leiten konnen. 

Dabei werde ich das Thema enger fassen, als der von mir an- 
gegebene etwas unbestimmte Titel meines Vortrags vielleicht vermuten 
lafst. Die letzten Jahre haben uns wichtige Diskussionen Uber die 
mathematische Yorbildung solcher Kandidaten gebracht^ welche die 
Mathematik als ein Mittel im spateren Berufsleben brauchen woUen, 
also der spateren Lehrer oder Naturforscher oder Ingenieure. So sehr 
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ich midi fOr diese Diskussionen interessiere und bis zu einem gewissen 
Grade selbst daran teilgenommen habe, so mSgen dieselben doch heute 
beiseite bleiben. Es darf dies um so mehr geschehen, als una gestem 
der ausgezeidmete Yortrag des Herm Stodola nach dieser Richtung 
bereits Yorzdgliches gebracht hat. Nicht minder werde ich die all- 
gemeine Frage nach der inneren Beziehung der Mathematik zu den 
Anwendungen, welche Herr Poincar^ znm Gegenstande seines glanzenden 
Exposes gemacht hat, hier unbertthrt lassen. Niemand ist von der 
Wichtigkeit der genannten Beziehungen mehr iiberzeugt als ich selbst. 
Aber ich meine, dafs es angezeigt ist, vor dem yersanunelten mathe- 
matischen Eongresse nun auch ein weiteres zu betonen, munlich, dafs 
es eine reine Mathematik giebt, welche schliefslich doch den Eem 
unserer Wissenschaft ausmacht, und deren Gedeihen die Yorbedingong 
f&r alle anderen mathematischen Bethatigangen bildet, falls letztere 
nicht sofort auf ein niederes Niveau herabsinken sollen. So lassen Sie 
mich Yon der Yorbildung der Wenigen sprechen, welche berufen sein 
sollen, in Zukunft die reine Mathematik weiterzuf&hren, der ei gent- 
lichen mathematischen Forscher. Ich setze voraus, dafs ein Stu- 
dierender yon geeigneter Begabung die gewohnlichen Anfangsstadien 
bereits hinter sich hat, yielleicht audi die Ezamina, welche ihm die 
landesdbliche Ordnung auferlegt, bereits fiberwunden hat; wie wollen 
wir ihn in der von uns beabsichtigten Richtung fordem? 

Tauschen wir uns nicht, dafs yon vomeherein eine aufserordent- 
liche Schwierigkeit yorliegt, welche sich auf dem Gebiete keiner 
anderen Wissenschaft in gleicher Starke einstellen diirfte, weil keine 
andere Wissenschaft so langsam assimiliert wird, wie die Mathematik. 
Eine wissenschaftliche Personlichkeit kann sich nicht bilden ohne 
Eonzentration auf ein Einzelnes bis hin zur selbstandigen Pro- 
duktion, also ohne Spezialisierung. Wir aber wollen unseren Ean- 
didaten gerade zu einem allgemeinen 'Dberblicke fiber das Ganze der 
Wissenschaft hinleitenl 

Es folgt, dafs wir seine Zeit fUr unseren Zweck nicht vollstandig 
werden in Anspruch nehmen dtlrfen, dafs wir allerlei Eompromisse 
werden treffen mtLssen. Ich weifs zu sehr aus eigener Erfahrung, wie 
schwierig es ist, einen richtigen Mittelweg einzuhalten. Aber so ist 
es schliefsUch mit Allem, was wir in idealem Sinne untemehmen; es 
ist daraus nur zu schlieJsen, dafs wir immer aufs neue yersuchen 
sollen, das nie vSUig Erreichte anzustreben. 

Ein Erstes, was ich hier empfehlen will, sind gewisse aufsere 
Einrichtungen ftlr das weitergehende mathematische Studium. Yiel- 
l»cht bedarf es der Entschuldigung, dais ich hier solche Dinge bertthre^ 
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aber es scheint mir praktisch nicht unwichtig. Denn ein Wort, 
Yor dem mathematischeii Eongresse gesprochen und von ihm auf- 
genommen, findet yielleicht mehr Beachtimg als jede noch bo beredte 
private Meinungsaufseruiig. Was wir vor alien Dingen yerlangen 
miissen^ sind wirklich zugangliche^ umfassende mathematiBche 
Bibliotheken. In dieser Hinsicht dfirften an vielen Platzen noch 
recht unentwickelte Yerhaltnisse herrschen. Ich kenne grolse auB- 
landische Lehranstalten, an denen bis vor kurzem noch keine um- 
faBsendere mathematische Zeitschnft gehalten wnrde, und auch in 
Deutschland glaubte man vor noch nicht langer Zeit vielfach, auf der 
Hohe zu stehen, wenn die Seminarbibliothek ein yollstandiges Exemplar 
eines einzelnen Journals aufwiesl Es steht dies in merkwiirdigem G^en- 
satz zu den reichen Mittebi, welche allerorts f&r naturwissenschafkliche 
Institute aufgewendet werden. Auf naturwissenschaftlichem Gebiete 
wird auch Niemand den Grundsatz aufstellen (oder auch yielleicht nur 
auB Bequemlichkeit thatsachlich befolgen)^ dais es genUge, die wissen- 
Bchaftliche Produktion des eigenen Landes zu kennen. 

Mit den genannten Einrichtungen Hand in Hand sollte dann femer 
eines gehen: ein naher personlicher Yerkehr der Studierenden 
nicht nur mit den Professoren, sondem auch unter einander. Dieser 
Yerkehr scheint im Bereiche der Mathematik ein ganz besonders wich- 
tiges Moment. Wo immer ich Gelegenheit hatte, die wissenschaftliche 
Entwickelung eines heryorragenden Mathematikers naher zu beobachten, 
da hat sich besi&tigt^ dais daran der tagliche^ Jahre hindurch forir 
gesetzte intensiye Yerkehr mit Gleichstrebenden einen heryorragenden 
Anteil hatte. Nehmen Sie an^ dafs auf dem Gebiete unserer Wissen- 
schafi; der personliche Gedankenaustausch plotzlich gehindert wtLrde: 
ein Yerfall der mathematischen Studien, wie ihn die Welt beim Aub- 
gang des klassischen Altertums erlebt hat^ wurde die Folge sein. Die 
mathematische Litteratur unserer Bibliotheken wfirde nicht mehr ge- 
lesen werden^ weil das Yerstandnis mangels geeigneter Anleitung zu 
schwierig geworden ware. 

Doch nun zu meinem engeren Thema. Es kann sich selbstyer- 
standlich nicht darum handeln, dafs wir eine encyklopadische Aus- 
bildung unserer Studierenden auBtreben. In dieser Hinsicht werden 
uns ja zum Glticke, wie nach den Yerhandlungen des gestrigen Tages 
zu hoffen steht^ recht bald geeignete Sammelwerke entlasten. Was wir 
bei unseren Eandidaten erreichen mfissen, ist etwas anderes, allgemei- 
neres; es handelt sich darum^ denselben ein gewisses prinzipielles 
Yerstandnis der in den yerschiedenen Teilen unserer Wissen- 
Bchaft yorwaltenden Ideen und Arbeitsmethoden zu yermitteln. 
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Ich drtLcke das absichtUch so imbesidmint aus. Eb handelt sich 
beim Stadium der Mathemaidk; wie ich mir dasselbe hier denke^ in 
erster Linie gar nicht lun die Bchemaidsche Aiieignuiig bestimmter 
Begriffe und der fiir sie geltenden Satze. Fur den Lemenden ist die 
Mathemaidk ohnehin keine rein deduktive Wissenschaft. Ftbr ihn ist 
unter dem hier in Betracht kommenden Gesichtspunkt yor allem 
wichtig, dafs er dem konkreten Inhalt der einzelnen mathematischen 
Disziplin gewisse Ideenassoziationen entnimmt; dia ihn fortan begleiten 
und ibm bei anderen Aufgaben^ denen er sich zuwenden mag, sofort 
zur Yerfiigung stehen. Die logische Durcharbeitung bis in alle Einzel- 
heiten hinein kann schon der Zeit halber nur auf einzekien Gebieten 
durchgeftihrt werden und wird darum passender an das Spezialstudium 
angeknfipft. 

In diesem Sinne wollen Sie es gelten lassen, wenn ich jetzt geradezu 
eine Beihe mathematischer Disziplinen nenne und zu charakterisieren 
suche, die f&r die allgemeine mathematische Bildung, wie ich 
sie im Auge habe, von besonderer Wichtigkeit sein mochten. Ich 
kn^pfe dabei gem an meine eigene Entwickelung an, nicht weil idi 
dieselbe irgendwie fOr typisch halte, sondem weil sich andemfalls die 
Erlauterung zu leicht in Unbestimmtheiten yerliert. Es ist Glebsch 
gewesen, von dem ich die ersten weitergehenden Anregungen in der 
hier in Betracht kommenden Richtung erhielt, aber nicht minder 
wichtig war ftlr mich die Zeit, welche ich im engen Verkehr mit Lie 
in Paris zubrachte. Als ich bald nachher meine Lehrthatigkeit be- 
gann, geschah es im Glauben an eine Trias der mafsgebenden mathe- 
matischen Disziplinen: die neuere Geometric, die Funktionen- 
theorie komplexer Variabler, die Gruppentheorie. 

Unter neuerer Geometric mochte ich dabei nicht nur die Ent- 
wickelungen der projektiven Schule yerstanden wissen, wie sie yon 
Poncelet beginnend ihre typische Ausbildung gefonden haben, sondem 
alle die Weiterbildungen der spateren Zeit, die Theorien des Raumes 
yon n Dimensionen nicht minder, als die modeme Transformations- 
geometric, welche sich nicht mehr auf algebraische Gebilde beschrankt, 
sondem alle Fragen der Di£ferentialgeometrie in sich aufgenommen 
hat. Der Gegensatz zwischen synthetischer und analytischer Behand- 
lung ist mir dabei gleichgilltig. Was ist das Wesen dieser ganzen 
Disziplin? Dafs wir die einzelne Figur nicht als starr gegeben an- 
sehen, sondem als transformierbar, als yeranderlich, dafs wir unseren 
Gebilden sozusagen oi^anisches Leben erteilen. 

Die Funktionentheorie komplexer Veranderlicher, wie ich 
sie domals yerstand, kann in doppelter Weise aufgefabt werden. Indem 
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wir die Riemann'sche Flache als Substrat der Fanktionen nehmeny 
handelt es sich bei ihr nor erst um einen Spezialfall der yorbezeich- 
neten niiiinlichen Konstruktionen, den wir uns mehr oder minder an- 
Bchaulich ausgestalten kdnnen. Aber dies ist nor die Einleitung zu 
einer allgemeineren Auffassung, der zufolge Alles; was in der uns um- 
gebenden gemeinen Bealitat gescbieht, sozusagen als Durchschnitt einer 
allgemeineren^ gesetzmafsigeren und darum voUkommeneren Welt von 
der doppelten Dimensionenzahl erscheint; in letzterer macben wir unsere 
Uberlegungen und schliefsen yon da auf die erstere zur£Lck, — eine 
Art Platonischer Pbilosophie auf matbematischer Basis. 

Die Gruppentbeorie endlicb liefert das yerbindende Prinzip, 
Welches die Menge der Einzelbeiten systematiscb ordnet, dann aber 
infolge eines aUgemeiuen Fortscbrittprinzips sebr bald zum Oegenstande 
selbstand^er Forscbung wird. Indem sie dazu f&brt^ im Wecbsel der 
Erscbeinungen das Bleibende zu erkennen, wird sie yon selbst zur 
Inyariantentbeorie, dieses Wort in der allgemeinsten Bedeutung ge- 
nommen. — 

An der primaren Widitigkeit der drei so bezeicbneten Disziplinen 
mocbte icb aucb nocb beute festbalten. Insbesondere bat ja in der 
Zwiscbenzeit die Gruppentbeorie eine immer ausgedehntere Geltung 
gewonnen. Aber icb bin allerdings seit lauge dazu dbergegangen, 
ihnen diejenigen zwei weiteren Gebiete anzureiben, welcbe im Uni- 
yersitatsunterricht durch Weierstrafs und Eronecker ibre typiscbe 
Ausgestaltung gefunden haben: die allgemeine Grofsenlehre und 
die Zablentbeorie. 

Als allgemeine Grofsenlebre will icb bier den Inbegriff aller 
derjenigen t]l)erlegungen bezeicbnen^ welcbe die logiscbe Grundlegung 
unserer Wissenscbaft betreffen. Dabin gebort yor alien Dingen die 
genaue Erfassung des Grenzbegriffs bei der allgemeinsten funktionellen 
Abbangigkeit irgendwelcber Grofsen. Jedermann empfindet den Wert 
der bier gebotenen pbilosopbischen Yertiefung; — daneben bestebt 
freilicb die Gefabr^ der wir entgegentreten mUssen, dafs die freie Pro- 
duktiyiiat und Ideenbildung durcb die Eritik gebindert, ja geradezu 
aufgeboben wird. Es ist bier wie auf anderen geistigen Gebieten: die 
Eritik ist an sicb nicbt das Hocbste^ aber nicht die ZurQckscbiebung 
der Ejritik^ sondem nur ibre innere tJberwindung kann das Pro- 
gramm sein. 

Die Zablentbeorie nimmt in der Wertscbatzung der Mathe- 
matiker yon frtiber ber eine ganz besondere Stellung ein. Die enthu- 
siastiscben Lobsprucbe^ welcbe Gaufs ibr widmete^ sind bekannt^ und 
es bat nicbt an Matbematikem gefeblt^ welcbe dieselben wiederbolten. 
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Auf der anderen Seite steht die Thatsache; dais viele unserer besten 
Mathematiker ohne alle zahlentheoretischen Eenutnisse aufgewachsen 
sind^ xmd dais beispielsweise unter der grofsen Zahl yorziiglicher mathe- 
matiBcher Lehrbacher, welche wir den Franzosen verdanken, nur ver- 
schwindend wenige sind; welche auBschliefBlich der Zahlentheorie ge- 
widmet sind. Die Verbindung der Zahlentheorie mit anderen Teilen 
der Mathematik war in der That in friiheren Jahren eine mehr zu- 
fallige. Sie wird aber je langer je mehr zu einer organischen. Nach 
der einen Seite stellt der Gruppenbegriff die Verbindung her^ nach der 
anderen Seite die Thatsache^ dafs man die algebraischen Zahlen genau 
nach denselben Gesichtspunkten studieren kami^ wie die algebraischen 
Funktionen von Yeranderlichen. Man kami sich eine ganze Stufen- 
leiter von Grolsenarten denken: diskrete Grolsen, kontinuierlich ver- 
anderliche Grofsen, Funktionen solcher Grofsen; auf alle finden bis zu 
einem gewissen Grade dieselben mathematischen Ansatze Anwendung. 
Ich zweifele nicht, dafs diese Auffassung sich bald noch in weiteren 
Kreisen Geltung verschaffen wird. 

Mit den fiinf so aufgezahlten Disziplinen soUte es wohl eigentlich 
genug sein, wenn ich nicht doch noch zum Schlusse einige wenige 
Worte yon der angewandten Mathematik sagen mochte. Gewiis 
werden solche Yertreter der reinen Mathematik eben in jetziger Zeit 
besonders niitzlich sein, welche mit den Anwendungen nach der einen 
oder anderen Seite hin engere Beziehung besitzen. Aber sollen wir 
eine solche Beziehung darum jedem reinen Mathematiker zur Pflicht 
machen? Ich glaube, nein, selbst wenn es moglich ware eine der- 
artige Forderung durchzufOhren. Denn einmal sind die Formen der 
Begabung bei den einzelnen Individuen aufserordentlich verschieden, 
andererseits aber sind auch die Anforderungen, die an den einzelnen 
Mathematiker je nach seiner Lebensstellung herantreten konnen, selbst 
aufserst heterogen. Ich halte es am liebsten mit dem Satz, dafs man 
den richtigen Mann auf den richtigen Platz bnngen soil. Dies yer- 
schlagt aber nicht; dafs ich auch dem reinen Mathematiker eine ge- 
wisse FUhlung mit der angewandten Mathematik empfehlen mochte, 
soweit, dafi9 er versteht, um was es sich bei letzterer dberhaupt han- 
delt xmd welches die eigenartigen Bedingungen derselben sind. Ich 
erwarte davon in mehrfacher Hinsicht einen heilsamen Einflufs auf den 
Betrieb der reinen Mathematik selbst, dahingehend, da(s manche tJber- 
treibungen gemildert oder auch Unterlassungen korrigiert werden. 

Die Anwendungen entwickein zunachst, was ich den Sinn f(ir 
einfache und natiirliche Auffassung, fur eine ungekiinstelte, 
allgemein yerstandliche Ausdrucksweise nennen mochte. Ein- 

Yerh. d. 1. internet. MAth.-Kongr. ZQrioh 1897. 20 
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Beitige Beschaftigung mit der reinen Mathematik f&hrt leicht dazu, die 
Methode als solche zu Uberschatzen. Es entsteht dann jener Sab- 
jektiyismus, der sich in der Ausgestaltung besonderer Bezeichnungen 
gefallt Tind damit diejenigen Gedankenreiheii; deren Entwickelmig er 
fordem will^ den Aufsenstehenden nur am so schwerer zuganglich macht. 

Des Femeren aber erwarte ich von der Berflhrang mit den Ereisen 
der angewandten Mathematik eine Starkong des Sinnes fiir mathe- 
matische Ezekntiye. Die Ideen des reinen Tbeoretikers yerfiQcb- 
tigen sich leicht zu luftigen Gedankengebilden, die mehr postuliert 
als realisiert werden, — er gleicht dann einem Gesetzgeber^ der seine 
Formulierangen nach systematischen Erwagungen trifffc, ohne die Schwie- 
rigkeiten oder gar die Unmoglichkeit der DarcbfCLhrung za bedenken. 
Dem ist schon Ejronecker nachdr{icklic}i entgegengetreten^ indem er 
geradezu verlangte, dafs nur solche Entwickelungen gelten soUen, 
welche in einer ^^endlichen Zahl von Schritten" zum Ziele fuhren. In 
demselben Sinne verstehe ich es, wenn Herr Gordan gestem in seinem 
Yortrage iiber die Resultante der tenmren Formen sagte, dafs es nicht 
blofs geniigt, allgemeine Eigenschaften der Resultante anzugeben, son- 
dem notwendig ist, das wirkliche Bildungsgesetz des ausgerechneten 
Ausdrucks zu erforschen. Beidemal handelt es sich am denselben Ge- 
danken, der sich in der Praxis auf Schritt und Tritt aufdrilngt. Haben 
doch alle Rechnimgen imd Eonstruktionen auf angewandtem Gebiet 
nichts zu bedeuten, wenn sie nicht bis zu einem konkreten Zielpunkte 
gelangen! — Ich bitte die jungeren Mathematiker recht sehr, den 
hiermit angedeuteten Grundsatz zu beherzigen. 

Doch es ist Zeit, dafs ich schliefse. Sie haben diese sechs: die 
neuere Geometric, die Punktionen von x + iy, die Gruppentheorie, die 
allgemeine Grofsenlehre imd die Zahlentheorie, endlich in etwas un- 
bestimmterer Form die Anwendungen; es liegt an Dmen zu beurteilen, 
ob diese Auswahl richtig getroffen ist und den treibenden Eiaften 
unserer modemen Wissenschaft wirklich gerecht wird. 
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